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Parte 1
A.A. 2008/09 — Corso D.M.509

Soluzione dei compiti di

Analisi Matematica 11 (D.M.509)



Compito di Analisi Matematica II del 12/01/09

. Studiare la convergenza della serie di funzioni

o
§ ZE2 e—nm 7
n=0

e calcolarne la somma.

. Risolvere il seguente Problema di Cauchy

v +2y)* =0
y(0) =1
y'(0) =1

. Calcolare il seguente integrale

/ / / zdxdydz ,

E
dove I = {(ZL’,y7Z> eRg; $2+y2 SZS \/2—I2—y2}.
. Determinare il massimo e il minimo della funzione

flzy) =V +y2+y* -1,

nell'insieme D = {(z,y) € R*; 2? +y*> <9 }.



Soluzione del compito del 12/01/09

1. Studiamo la convergenza puntuale. Le funzioni sono tutte non negative. In
x = 0 esse valgono tutte zero. Per x # 0 usando il criterio della radice troviamo

. n -
lim Va2e s =e ",

n—-+o0o

percio la serie converge puntualmente assolutamente in [0, +00), diverge posi-
tivamente per x < 0.

Studiamo la convergenza totale in X = [0, 4+00). Calcolando la derivata prima
di ciascun termine troviamo v/, (z) = (22 — na?) e che si annulla per z = 0

2 2 4
er=—doveu,|—| = . Pertanto
n n? e2

n
400 400
> sup un (@) =) !
sup =
n=1 zeX ! n=1 TL2 62 ,

e dunque la serie converge totalmente (e quindi uniformemente) in X. La sua

somma ¢
2

- - T x?e”
E IQ e—nz _ 132 § :(e—m)n _ _ '

I—e® er—1
n=0

n=0

2. L’equazione differenziale ¢ autonoma dunque usiamo la sostituzione z(y(z)) =
y'(z) da cui 2'(y)y' = 2'(y)z(y) = y” e allora dobbiamo risolvere il P.d.C.

yz +222=0
z(1) =1,

dove y e la variabile indipendente. Separando le variabili otteniamo

Integrando risulta
1
§logz =—logy+c
k

cioe z = — e, imponendo la condizione iniziale otteniamo k = 1. A questo

punto dobbiamo risolvere il P.d.C.
1
y=—
Y2
=1.



Separando le variabili otteniamo

/y2dy:/1dx
3

LY . . o . 1
cioe 5= x + ¢ da cui, imponendo la condizione iniziale, troviamo ¢ = 3 e la

soluzione y(z) = (3z 4 1)/2.

. Possiamo integrare in coordinate cilindriche (g, 9, z), nelle quali, imponendo

0> =+/2— 0% abbiamo 0 < p < 1,0 <9 < 2me p? < z < /2 — 2. Allora
I'integrale vale

2T 1 \/2—02
///zdxdydz:/ dv ng/ zdz
E 0 0 0?
1r.27V20? 1/og _ 2 4
[ ] (5 4)o
o L2], : 2 2
N Vol NS S S S W
"2 7w ), T2 12) 12

. La funzione e continua su un insieme chiuso e limitati, pertanto possiede mas-
simo e minimo. Essa non e differenziabile in (0,0), dove vale —1. Cerchiamo
i punti stazionari interni. Il gradiente si annulla nelle soluzioni del sistema

x
Y
\/:B2+y2y

2y + =0

N
ma questo sistema non ha soluzioni, dunque non ci sono punti stazionari
interni. Studiamo la funzione sulla frontiera, dove si riduce alla funzione
g(y) = y* +2, con y € [-3,3]. Allora ¢ = 2y, e dunque dobbiamo con-
siderare g(0) = 2, e negli estremi dell'intervallo g(£3) = 11. In definitiva,
tornando a considerare la funzione f, abbiamo

£(0,0) = —1, f(£3,0)=2, f(0,+3)=11,

pertanto il minimo di f ¢ —1 e il massimo e 11.



Compito di Analisi Matematica II del 23/03/09

. Risolvere il seguente Problema di Cauchy :

ny// =1 + (y/)2
y(0)=1, y(0)=0.

. Studiare la convergenza puntuale ed uniforme della serie

*i 1 (1—x2)”
' -~ )
“n! 3z —1

n—

Calcolarne la somma.

. Calcolare il seguente integrale

/|x2+y2—1| dxdy
s
dove S ={(z,y) €R*; 0< 2 < V3, y>0, 22 +y> <4 }.

. Calcolare il massimo ed il minimo della funzione
fla,y) = 32% — 2y + 3y

nell'insieme A = {(z,y) € R*;2 >0, y > x, 42 +y*> <4 }.



Soluzione del compito del 23/03/09

1. L’equazione differenziale ¢ autonoma dunque usiamo la sostituzione z(y(x)) =
y'(z) con 2'(y(z))z(y(z)) = y"(x) e allora dobbiamo risolvere il P.d.C.

2z =1+ 22
z(1) =0,
dove y ¢ la variabile indipendente. Separando le variabili otteniamo

222! 1

m_y'

2 1
/ - dz:/—dy,
1+ 22 Yy

log(1 + 2%) =logy + ¢

Integrando otteniamo

da cui

cioe 1422 = ky e, imponendo la condizione iniziale otteniamo k& = 1. A questo
punto dobbiamo risolvere il P.d.C.

{y' = V-1
y(0) = 1.

Poiché y(x) = 1 non risolve 'equazione di partenza, separando le variabili

otteniamo |
——dy = / ldx
/ vy —1

cioe 2 —1=x +c da cui, imponendo la condizione iniziale, troviamo ¢ = 0
) )
2

e la soluzione y(x) =1+ %

2
1 otteniamo

2. Con la sostituzione y = 3

-|—oo1

> yt=e

n=0

10



per ogni y € R, con convergenza totale negli intervalli limitati. Tornando nella

variabile  abbiamo la convergenza puntuale per ogni x # % Poiché per la
2

funzione f(x) = 371 risulta
x —_—
(1 _
lim f(z) =400
T——00
lim f(z) = +o0
xa{r
lim f(x)=—o0
\z%é7

segue che la serie converge totalmente in [a,b]U|c,d] con b < 3 < c. La somma
2

11—z
della serie € e3-T per x # —.

3

3. Occorre distinguere tra 2% +y? —1 < 0 e 22 +y? — 1 > 0. Inoltre I'intersezione
tra la retta = v/3 e la circonferenza x> 4+ > = 4 fornisce il punto (\/3, 1) =

2(cos Z,sin E).
6 6

ol
NI

Figura 1: Dominio di integrazione.

Allora, passando in coordinate polari, l'integrale si spezza in tre parti e,
tenendo conto che z = /3 diventa p= V3 i ha:

cos ¥}’

w/2 pl
/ /(1—02)pdpd19
0 0

/6 %
—i—/ / (p* — 1) pdpdd
0 1

w/2 2
+/ / (p* = 1) pdpd? .
/6 1

11




™

re imtegrall valgono rispettivamente + € dun ue l1mtegra

117
proposto vale — +

V312

Nel calcolo del secondo addendo interviene il seguente integrale:

1 1 1
/ cost dv / cos? 9 cos? v dv

_ 1 tanﬁ_/Qsmﬁtanﬂdﬂ

cos2 v cos?
tan sin? tan tan?
- _9 Ay = -2 | ——d?
cos? 1 / cost cos? 9 / cosZ 1
tany 2 1 [ tan?
= — “tan®y = - 2tand | .
cos29 3 3 (0052 vV Fetan )

4. L’insieme ¢ chiuso e limitato, la funzione ¢ continua, quindi esistono il massimo
e il minimo. Troviamo i punti in cui il gradiente si annulla:

6x =0

—4y+3=0.
Troviamo (0, ‘;—i) che appartiene alla frontiera. Sulla parte di frontiera z = 0
non ci sono altri punti stazionari quindi bisogna considerare anche i punti
(0,0) e (0,2). Sulla parte di frontiera y = x la funzione diventa g(x) = x?+ 3z

con x € [0,2/v/5]. La derivata ¢’(z) = 2z + 3 non si annulla nell'intervallo
considerato, dunque bisogna aggiungere solo il punto (2/ V5, 2/ \/5) Sulla
2

parte di frontiera ellittica otteniamo 2? = 1 — yz e la funzione diventa h(y) =

3 11
3—Zy2—2y2—|-3y = 3—|—3y—zy2 cony € [2//5,2]. La derivata ' (y) = 3—?y

si annulla per y = — che non appartiene all’intervallo in cui varia y. In

definitiva dobbiamo valutare:

F0.0=0. f02)= =2 floe)=z+—o. f0.D =1
4

ot
U~

Percio il minimo di f ¢ —2 e il massimo ¢ — + —.

5 Vb

12



Compito di Analisi Matematica IT del 6/04/09

. Trovare (se esistono) massimo e minimo assoluti della funzione
f(z,y,2) =zyzlog(x +y + 2+ 2)

nell’insieme
E={(r,y,2)eR®: 2 +y+2—-1<0, 2>0, y>0, 2> 0}.

. Risolvere il P.d.C.

y' — 3y + 2y = 10cosx + €*
y(0) =3, ¥/(0)=—1.

. Calcolare 'integrale doppio

// log(z +y) dz dy,
D

dove D={(z,y) eR*: 1<z+y<2 y<2r <2y}

. Sia f : R — R la funzione 1-periodica definita nell'intervallo [0, 1] da f(z) =
x — 22, Dire se f ¢ sviluppabile in serie di Fourier e determinarne la serie.

Dedurre dal risultato precedente la somma della serie

Ji.i 1
5
—~ (2n+1)

13



Soluzione del compito del 6/04/09

1. La funzione e continua in un insieme chiuso e limitato, pertanto possiede
massimo e minimo. Cerchiamo i punti stazionari risolvendo il sistema

rYz

zlogle +y+2+2)4+ ——F——— =
yzlog(w +y ) Tty+z+2
TYz

Y

xzloglx +y+2+2)+

I

x+y+z+2:
TYZ

1 ) L
wylog(z +y+2+ y+x+y+z+2

Da cui:
( Z(x+y+z+2)log(x+y+z+2)+x_0
4 r+y+z+2 ’
xz($+y+2+2)10g($+y+2+2)+y_0
r+y+z+2 ’
. (x+y+z+2)log(x+y+z+2)+z_0
(Y THy—+2z+2 -

che ammette soluzioni solo sulla parte della frontiera di £ dove due coppie di
coordinate valgono 0, in cui la funzione vale zero.

Studiamo la funzione sulla frontiera. Sui tre piani z = 0, y = 0e z = 0 la
funzione vale zero. Resta da considerare il piano x 4+ y + z = 1. Su tale piano
cerchiamo 1 punti stazionari vincolati della funzione g(x,y,z) = zyzlog(3).
Usando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange, dobbiamo risolvere il sistema:

yzlog(3) — A =0
xzlog(3) — A =0,
xylog(3) — A =10
r+y+z=1.
Dalle prime tre equazioni si ha © = y = z, e quindi dall’'ultima z =y = z = %

In questo punto f vale , € dunque questo ¢ il massimo della funzione,

0
27
mentre il minimo e 0.
2. L’equazione ¢ lineare non omogenea con termini noti di tipo particolare. Stu-
diamo prima I’equazione omogenea. L’equazione caratteristica &: A2 —3\+2 =
0, le cui soluzioni sono A = 1 e A = 2, allora I'integrale generale dell’equazione
omogenea ¢:

y(z) = c1 6" +cye® .

14



Poiché e” e soluzione dell’equazione omogenea, cerchiamo una soluzione parti-
colare della non omogenea del tipo y(z) = Acosx+ Bsinz+Cxe” . Calcolando
le derivate di y e sostituendo nell’equazione, troviamo:

—Acosx — Bsinz +2Ce* +Cxe”

—3(—Asinz + Beosx + Ce* +Cze")

+2(Acosx + Bsinz + Czre”) = 10cosx + €”

Semplificando e uguagliando i coefficienti dei termini simili otteniamo:

A—-3B=10,
B+3A=0,
C=—

Quindi l'integrale generale dell’equazione non omogenea é:
y(x) = ¢ €” +cye** 4 cosw — 3sina — e’
Imponendo le condizioni iniziali troviamo:

y(r) = e” +e* +cosx — 3sinw — xe”.

. Utilizziamo il cambiamento di variabili:

rt+y=u,
L=w.

Dalla seconda equazione abbiamo y = xv e sostituendo nella prima otteniamo:

T = con le condizioni 1 <u <2 e 1 <wv < 2. Lamatrice Jacobiana e:
v
1 U
l+w (1+v)?
v U+ uv —uv
I+v  (1+4v)?
il cui determinante vale ———. Allora I'integrale da calcolare e:

(140)

ulogu 2 1 7?
> dvdu = ulogu | ———| du=
1 1+?} 1

2 2
u 1 1 1 3
| — Zau) = 2210g2 — 14+ 5) = 2(2log2 — 2).
6([2 ogu]1 /12du> 6( og 4) 6( og 4)

15



4. La funzione f e pari, quindi la sua serie di Fourier contiene solo coseni.
Calcoliamo i coefficienti (ax). Risulta w = 27 e quindi

1 2 371
x x 1
agp /O(x %) dx {2 3]0 3

mentre Vk € N,k > 1 si ha

1
ar = 2/ (z — %) cos(2kmx) dx
0

(2k !
= 2 ([(m - xZ)Ska i ] / (1 — 2x) sin(2kmx) dx)
m 0 7r
)

- 2([(1—2 )COZ:’“”} +/D

Allora risulta

l\D

1
(km)>

5 cos(2km) d:z:) =—

i 5 cos(2kmx) .

k=

) I
—

Per x = 0 otteniamo

k=1 k=1

Per z = % otteniamo
JR— .7 =L (—1)F
6 ; COSk‘?T da cui E:_; 2

Sommando membro a membro troviamo che i termini di indice pari si elidono

e risulta:
- .
— (2k + 1)

16



Compito di Analisi Matematica II del 4/05/09

. Calcolare il seguente limite
r—Y

lim // el Y drdy
e—0t A,

dove A, ={(z,y) eR*}; e<az+y<2,2>0,y>0}

N.B.: Utilizzare un opportuno cambiamento di variabili.

. Calcolare il massimo ed il minimo della funzione
fla,y) =42 + 2y — 22

nell'insieme A = {(z,y) € R% 22 +2y* <1, 22° +¢y* <1 }.

. Risolvere il P.d.C. :

N.B.: Attenzione alle condizioni iniziali!

. Studiare la convergenza puntuale, uniforme e totale della serie

“+o00

e determinarne la somma.

17



Soluzione del compito del 4/05/09

1. Utilizziamo il cambiamento di variabili

rT+y=u,

r—y=v.
Sommando e sottraendo le due equazione abbiamo z = (u+v) e y = 1 (u—v)
con le condizioni e <u <2, u+v>0ewu—wv>0. La matrice Jacobiana e:

N

1
2
1 1
2 2
a0 : 1 . N
il cui determinante vale —3 Allora l'integrale da calcolare e:
r—y 5 v
1 vo=
/ e Y dedy = 5/ / eu dvdu
v u
I 1 /2 1
= —/ ueu du:—/u e—— | du
2 ). 2 ). e
1\ [u2]? 1 €2
= e —— _ — e —— 1 - ,
e 4], e 4

1
percio il limite richiesto vale (e _E)

2. L’insieme e chiuso e limitato, la funzione e continua, quindi esistono il massimo
e il minimo. Troviamo i punti in cui il gradiente si annulla:

8r—2=0
4y = 0.
Troviamo (,0) che appartiene all'interno del dominio e f(3,0) = —1.

Sulla parte di frontiera x? + 2y* = 1 utilizziamo i moltiplicatori di Lagrange e

otteniamo il sistema
8r—2—-2 x=0

dy — 4y =0
2 +2y7 =1

18



da cui

4=z =1
(1-=XNy=0
22+ 297 =1.

Dalla seconda equazione si ottiene y = 0 oppure A = 1. Allora otteniamo
i punti (£1,0) e (3,£2). I primi non verificano la seconda disuguaglianza
2 2

mentre nei secondi abbiamo f (%, +3) =3

Sulla parte di frontiera 222 + y* = 1 utilizziamo i moltiplicatori di Lagrange e

otteniamo il sistema
8 —2—4\x =0

dy — 2y =0
202+ =1
da cui
(4-2N)z =1
2-=ANy=0
202+ =1.

Dalla seconda equazione si ottiene y = 0 oppure A = 2. Allora otteniamo i
punti (i\/ii,()) e nessuna soluzione per A = 2. Risulta f(%,O) =2-12e

f(=25,0) =2+ V2.

Infine dobbiamo considerare i punti di intersezione dei due vincoli, cioe dob-

biamo risolvere
242y =1
22% +y? =1,

da cui si ottengono i punti (i\/ig, j:\%), in cui f vale: f(\/ig, i\%) =2- \%
e f (_\%7 j:\%) =2+ \% In conclusione, confrontando tutti i valori ottenuti,

abbiamo:

f(—%,0)=2+\/§=mg><f7 f(i,o):—izmjnf.

. L’equazione differenziale ¢ autonoma dunque usiamo la sostituzione z(y(x)) =

y'(z) e 2’z =y, allora dobbiamo risolvere il P.d.C.

1
ZZ/:—ZQ—Z/2



dove y e la variabile indipendente. Poiché z = 0 non e soluzione, possiamo

dividere per z e otteniamo I’equazione di Bernoulli con o = —1:
1y
2 =—z—=
Yy z
z2(—1) =
Utilizziamo la sostituzione w = 2%, da cui w’ = 2z 2’. Allora, moltiplicando

per z, dobbiamo risolvere

2

w == w— 2y?
Y

w(—1) = 1.

Questa ¢ un’equazione lineare del primo ordine non omogenea Risolvendo

. 2 .
I'equazione omogenea w’ = — w otteniamo

2
2 g
w=cel VW = celogll = cy? .

Una soluzione particolare dell’equazione non omogenea si ottiene risolvendo
d(y)y* = —2y%, da cui c¢(y) = —2y e la soluzione generale & w = cy? — 21>
Imponendo la condizione iniziale troviamo ¢ = —1 e dunque w = —y? — 21°.
Dunque, ricordandoci della condizione iniziale su z troviamo z = /—y? — 2y3.

Ora dobbiamo risolvere
y =y -2
y(0) = —1.

Separando le variabili e ricordando che y deve essere negativa in un intorno di
0 troviamo:

1
/—dy:/dx,
/g2 = 2P
da cul
y=x+k.

1
—
/ Y T
Per calcolare I'integrale usiamo la sostituzione —1 — 2y = u? da cui —2dy =
u? +1

2udu e y = — , dunque

—2
/ﬁdu:—Zarctanu:quk.

20



Ritornando nella variabile y e imponendo la condizione iniziale otteniamo k =

—g e la soluzione ¢
1
o= (1o (5-2))

. Con la sostituzione y = 7 otteniamo
+oo
—1)" n

Questa serie di potenze converge assolutamente per y € (—1,1), con con-
vergenza totale negli intervalli chiusi [—r,7] con 0 < r < 1 e non converge
negli estremi. Tornando nella variabile z abbiamo la convergenza assoluta
per |z — 1| > 1. Dunque la serie converge puntualmente assolutamente in
(—00,0)U (2, +00) e converge totalmente in (—oo, —r]U[2+ 7, +00) per r > 0.
La somma della serie e

> (=1 x_l Zny —yzny —yZD(y”)ZyD<Zy”>

n=1

21



Compito di Analisi Matematica II del 29/06/09

. Determinare il massimo e il minimo della funzione cosi definita

nell’insieme
B={(r,y,2) eR® : 2 +¢y*+22<1}.

. Risolvere il seguente P.d.C.

y// + 2y/ + 5y — e—ﬂf}
y(0)=1, ¢(0)=2.

. Calcolare il valore del seguente integrale

/// ydrdydz ,
E

E={(z,y,2) €R® : /a2 +y2<z2<1,y>0}.

dove

. Determinare la serie di Fourier della funzione 2r-periodica che nell’intervallo
[—7, 7] & data da

flz) = {0 per x € [—,0)

x(m—x) perx € |0,m7].

Precisare la convergenza puntuale e uniforme della serie ottenuta.
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Soluzione del compito del 29/06/09

1. L’insieme B e chiuso e limitato, la funzione e continua, quindi esistono il
massimo e il minimo. Troviamo i punti in cui il gradiente si annulla:

y=0
z=0
22 =0.

L’unico punto stazionario interno ¢ (0, 0,0), dove la funzione vale zero.

Sulla frontiera x? + y? + 22 = 1 utilizziamo il metodo dei moltiplicatori di
Lagrange e cerchiamo i punti stazionari della funzione L(x,y, z, \) = zy+ 2% —
A(x? + 9% + 2% — 1). Otteniamo il sistema

y—2\x =0
x—2\y =0
22 —2Xz =0

da cui
y =2\x
xr=2\y
22(1-X)=0

2yt +22=1.
Dalla terza equazione si ottiene z = 0 oppure A = 1.

1
Nel caso z = 0, dalle prime due equazioni otteniamo \ = :|:§, per cui dall’ul-

tima equazione otteniamo i punti (i\%, i\%, O) e (i\%, :F\/Li’ O) nei quali si

ha 1 1 1 1 1 1
+—,+—,0) ==, +— F—,0) = —=.
(emrm) = (=) -

Nel caso A = 1, otteniamo x =y = 0 per cui z = +1 ed allora

£(0,0,41) =1.

In conclusione, confrontando tutti i valori ottenuti, abbiamo:

1 1 1 .
f(0,0,:l:l):lszaXf, f(:tﬁ,$ﬁ,0) :—§:m1nf.

B
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2. L’equazione differenziale e lineare a coefficienti costanti non omogenea. Tro-
viamo l'integrale generale dell’equazione omogenea associata risolvendo 'equa-
zione caratteristica

AN +2X0+5=0.

Otteniamo A = —1 & 24, percio l'integrale generale dell’equazione omogenea
associata e
y(x) =c1 e cos2x + ¢y e sin 2z.

Cerchiamo una soluzione particolare dell’equazione non omogenea del tipo

1
y(r) = A e ®. Sostituendo nell’equazione troviamo A = 7 percio l'integrale

generale dell’equazione non omogenea ¢
y(xr) =c1 e cos2x + ¢y e sin 2z + 1 e ”
Imponendo le condizioni iniziali otteniamo

Cl+lll:1
—01—1—202—%:2.

Dunque la soluzione ¢

e 7 2x + 3 e 7 sin 2z + ! e 7
— cos2x + — sin2x + —
4 2 4

3. Calcoliamo l'integrale in coordinate cartesiane, integrando “per strati”. Risul-

‘“‘ ///ydxdydz—/ dz/ dx/

percio 'integrale richiesto vale
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4. La funzione non e pari né dispari dunque dovremo calcolare tutti i coefficienti
di Fourier. Risulta w = 1 e dunque abbiamo, tenendo conto che la funzione
vale zero in [—, 0]:

1 s 2
ag = —/ (rx — %) dx = U
0 6

7z — 2°) cos(kx)dr (integrando per parti)

1 <_ m_ meos(km) | 2 sin(k’w))

S
I
S| =
N
A

T\ k? k? k3
1+ (=1)*
— —T
1 [ . . .
by = — | (mx — %) sin(kz)dr (integrando per parti)
T Jo
172 2cos(km) wsin(km)\ 21 — (=1)*
o\ K3 k3 k2 B k3

dunque la serie di Fourier di f e

%}f;l)k sin(k::c)) .

Poiché la funzione e continua e regolare a tratti, la serie converge uniforme-
mente ad f su R.

2 1 k
1+ (-1
u (—L cos(kx) + 2

Th 2
k=1

La somma dei primi 11 termini della serie e riportata in Figura 2.

[\

-6 -4 -2 2 7 6

Figura 2: Somma parziale s,(z) della serie di Fourier di f per n = 10.
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Compito di Analisi Matematica II del 13/07/09

. Risolvere il Problema di Cauchy

Yy =2ytanx + /Yy
y(0)=1.

. Calcolare il seguente integrale triplo

/// log(2® + y* + 2) dzdydz
E

E={(r,y,2) eR’: 1<2®+¢y°<2,1<2<2}.

dove

. Trovare il massimo e il minimo assoluti e relativi (se esistono) della funzione

[z, y) = xlog(x® +y?),
nell’insieme

E={(z,y)€eR*: 0<2<1,0<y<z}

. Studiare la convergenza della seguente serie di funzioni
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Soluzione del compito del 13/07/09

1. L’equazione ¢ di Bernoulli con o = % e possiamo risolverla con la sostituzione

w=y'"2 = y'/2 e dunque w' = 1y=12y/. Dividendo 'equazione per y'/? e
sostituendo otteniamo
2w =2wtanx + 1 _ w’:wtanx—l—%
ossia
w(0) =1. w(0)=1.

La soluzione generale dell’equazione omogenea associata w’ = wtanx ¢ w =

. Per trovare una soluzione particolare dell’equazione non omogenea del

cos T '
() d(x) . cos T , sin
tipo risolviamo = — cioe d(x) = , da cui ¢(x) = e
COS T COS T 2 2 2
T , . . c tan x
quindi l'integrale generale dell’equazione non omogenea ¢ w =
cos T 2
L . tan x
Imponendo la condizione iniziale otteniamo ¢ = 1 e dunque w = 5
cos T

In definitiva

1 tan’x  tanz
y(x) = w(z)* =

cos? x 4 coszT

2. Possiamo integrare in coordinate cilindriche (g, ¥, z), nelle quali abbiamo 1 <
0<V2,0<19<2rel<z<2 Allora l'integrale vale

27 V2 2
/// log(2® 4+ y* + 2) dwvdydz = / dﬁ/ ng/ log(o* + z) dz
E 0 1 1

\/§ 2
—2r [T [(¢*+ 2)log(e? +2) — 2]} ede
1

24

V2
27?/1 ((92 +2)log(0* +2) — (0* +1)log(o* + 1) — 1>gdg °=

w/2 ((t+2)log(t+2) (¢4 1) log(t+1) — 1) dt
=7 {(t 22)2 log(t +2) — (t 21)2 log(t +1) — tL

—w/j((t”) - (Hl)) dt = 7 (36 log2 — 18 log 3 —3)

2 2

3. La funzione f si puo prolungare per continuita nell’origine in quanto nel trian-

golo E risulta z log(z?) < xlog(z?+y?) < xlog(2x?) edunque( l)ur% )f(x,y) =
z,y)—(0,0
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0. Dunque abbiamo una funzione continua definita su un insieme chiuso e
limitato, percio esistono il massimo e il minimo di f.

Siccome i punti in cui il gradiente di f si annulla devono risolvere

212 2zy

m+10g($2+y2)20, =0

2?2
dalla seconda equazione abbiamo xz = 0 oppure y = 0. Per x = 0 otteniamo

il vertice (0,0), per y = 0 otteniamo i punti della base del triangolo, dunque
non esistono punti stazionari interni.

Studiamo la funzione sulla frontiera. Per y = 0 abbiamo ¢(z) = 2z logx con

0 <z < 1. Risulta ¢'(x) = 2logz + 2, allora x = R ¢ un punto di minimo
relativo sulla frontiera e f (E’ O) =3 In (1,0) la funzione vale zero.

Sul lato x = 1 abbiamo ¢(y) = log(1 4+ y*) che & crescente e f(1,1) = log 2.
Infine sul lato y = x abbiamo ¢(z) = zlog(2z?) con 0 < x < 1. Risulta
1

ev2

¢'(x) = log(22?) + 2, allora 22 = e72, cio¢ © =

11 ):_Q

e un punto di minimo

ev2 eV2 e’

1 2
Confrontando i valori ottenuti risulta che f <—,O> = —— ¢ il minimo e
e e

relativo sulla frontiera e f (

f(1,1) =log2 ¢ il massimo.

. Le funzioni sono tutte definite in R\ {0} e sono positive. Per studiare la

convergenza puntuale, ricordando il limite lin% arctan @ = 1, fissato x # 0,
xrT—r foo
confrontiamo la serie data con la serie convergente g e otteniamo
n=1
) arctan —— 1
n—-+oo €T

n?
Dunque la serie converge puntualmente in R\ {0}.

Per quanto riguarda la convergenza totale, naturalmente la serie non converge
in X =R\ {0} perché

1 s
sup arctan = — Vn € N.
reX n?x? 2
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Per » > 0 consideriamo gli insiemi
X, = (—o0, —r]U[r,+00).

Risulta, poiché le funzioni sono pari e decrescenti in x > 7,

sup arctan —— = arctan ——
reX, n=x nr

e per le considerazioni sulla convergenza puntuale la serie

—+00

1
E arctan
n2r?

n=1

converge, percio la serie data converge totalmente in ogni insieme X,.
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Compito di Analisi Matematica II del 7/09/09

. Determinare il massimo e il minimo della funzione f(x,y, z) = 4—z nellinsieme

E={(r,y,2) :2®+y" =8, z+y+z=1}.

/// (a:2+y2+22) dxdydz ,
A

A:{(x,y,z) Dz >\ 2?42, x2—|—y2—|—z2§1}.

. Risolvere il Problema di Cauchy

yy" = (v')* log(y')
y(0) =1, y'(0) =e.

. Calcolare

dove

. Studiare la convergenza puntuale e totale della serie di funzioni:

+oo  on 2
Zw—log 1+x_ .
n Vn

n=1
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Soluzione del compito del 7/09/09

1. L’insieme e chiuso e limitato, la funzione e continua, quindi esistono il massimo
e il minimo. L’insieme E non ha punti interni.

Dalla seconda equazione ricaviamo z = 1 — x — y percio, sostituendo nella
funzione f, si tratta di cercare il massimo e il minimo della funzione g(x,y) =
3+ z +y nell'insieme B = {(z,y) : 2+ y* =8} . Anche questo insieme B
non ha punti interni, percio usiamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange
con la funzione L(z,y,\) = 3+ +y — A(2? + y? — 8) e otteniamo il sistema

1 =2\ =0
1-2\y=0
22+ 9% =38

Dalle prime due equazioni otteniamo

e sostituendo nella terza, si ha

1 1 1

e toe T e T
e dunque A = £1/4.

Sostituendo nelle espressioni di x e y si ha x = £2 e y = £2. Calcolando il
valore di g nei punti ottenuti abbiamo:

9(272) = 77 g(_27 _2) = _17

ossia

£(2,2,-3) =17, f(=2,-2,5)=—L.
Dunque mgxf =Te mblnf =—1.

Alternativamente si potevano usare direttamente due moltiplicatori di Lagran-
ge studiando la funzione

ma il sistema sarebbe stato piu lungo da risolvere.
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2. Utilizziamo il cambiamento di variabili sferiche (o,, ) il cui Jacobiano e
0*sin . In questo sistema di coordinate I'insieme A diventa

{(ev,0) 1001, 05p<T 0o,

Allora l'integrale da calcolare e:

/// (x2 +y° + 22) dxdydz
A

1 pr2n pr/4
/ / / o' sin p dyp di) do
0 0
1

0
5

= 27 [Q—} [—Cosgo]g/4
5 1o

Alternativamente si possono usare le coordinate cilindriche (g, 9, z) per cui lo
Jacobiano ¢ ¢ ma il calcolo € molto pit lungo. In questo sistema di coordinate
I'insieme A diventa

{(Qﬂ?,z) : OS@SQW,QSZS,Q—_@}.

Allora dobbiamo risolvere ¢ = 1 — g%, cio¢ p* = 1/2, per cui I'insieme A
diventa:

{(Qaﬁaz) : OSﬁSQﬂ',Oggg

1
—, 0< 2<\1—-0%} .
VR Q}

In definitiva 'integrale da calcolare e:

1/V2 p2r pa/1—02
/// (xQ +y? + ZQ> drdydz = / / / (0* + 2*) odzdV do
A 0 0 4
1—p2

1/V2 237V
—27r/ |:Q22’ + 3] odo
0

e

1/vV2 1 — 02)3 403
:27T/ <g2 1—92+%—%> odo.
0
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Sostituendo ¢* = t, e quindi 20do = dt, e integrando per parti, abbiamo

1/2 1132 4
/// (2% + 9% + 2% d:vdydz:w/ (t\/l——t—l-%—gtg/z) dt
A 0
1/2

2 2(1-¢)%% 8 12 9
= St =t L 2 / S —t)32ar
”({ /(1= 15 EA0 P A A

1 1 2 2 4 o]
ﬂ(‘?ﬁ‘ﬁ*ﬁ‘m_[ﬁ(l_ﬂ/h )

1 2 1 4 2 2 o V2
ﬂ(——gwg—m*ﬁ):ﬂ(é‘m):?<1‘7)‘

3. L’equazione differenziale ¢ autonoma, dunque usiamo la sostituzione z(y(z)) =
y'(z), da cui y'(z) = 2'(y(x))y(x) = 2/ (y(z))z(y(x)) e allora dobbiamo

risolvere il P.d.C.
yz2 =2%logz
z(1) = e,

dove y e la variabile indipendente. Poiché z = 0 e z = 1 non sono soluzioni,
possiamo separare le variabili e otteniamo il P.d.C.:

21
zlogz gy
z(1) = e,

Allora dobbiamo risolvere

1
[ [t
z log z Y

log(logz) =logy +¢, dacui logz=ky.

cioe

Imponendo la condizione iniziale troviamo k£ = loge = 1 e dunque z = €Y.

Ora dobbiamo risolvere

Separando le variabili troviamo:

/ey dy—/dx,
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da cui

—eV=x+k,
dunque
—y =log(—x — k).
1
Imponendo la condizione iniziale otteniamo log(—k) = —1, cioe k = —oe la

soluzione ¢

y(z) = —log (é _ a:) |

. Le funzioni sono definite su tutto R, non negative e pari. La serie converge
in 0 e per studiare la convergenza puntuale per x # 0 usiamo il criterio del
rapporto. Risulta:

22(n+1) 22
. n+1 IOg <1 + \/n+1> . 13271 2
lim - ; = lim 1= T

Dunque la serie converge puntualmente per |x| < 1 e diverge positivamente
per |z| > 1. Nei punti z = £1 la serie diventa

S aE

n=1
log(1+y
Grazie al limite notevole hII(l) # = 1, si puo usare il criterio del con-
y— Yy
+oo
fronto asintotico con la serie E YL che ¢ una serie armonica generalizzata
n
n=1

convergente. Pertanto la serie data converge puntualmente in [—1, 1].
Per la convergenza totale si ha, per ogni n > 1,

2n 2 1 1
M, = max x—log(l—kx—)— log(1+—)

n

eel-1,1] N NZD vn
+oo
e per quanto gia visto risulta Z M, < +oo pertanto la serie converge total-
n=1

mente in [—1,1].
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Compito di Analisi Matematica II del 9/11/09
(F.C.)

. Risolvere il seguente Problema di Cauchy :

y' +2y +2y=2eTcosx
y(0)=1, ¢ (0)=1.

. Trovare (se esistono) massimo e minimo relativi e assoluti della funzione

fly) = Ve +y? +y° -1

nell'insieme F = {(z,y) e R?: 22 +y* <9, 0 <y < x}.

. Calcolare il seguente integrale di superficie

/zda,
S

dove S = {(z,y,2) ER’: z=2a+y% 1 <a®+y* <2}

. Sia f : R — R la funzione 2—periodica definita nell’intervallo [0,2) da f(z) =
3z — 2. Dire se f ¢ sviluppabile in serie di Fourier, determinarne la serie,
precisando la somma e il tipo di convergenza.
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Soluzione del compito del 9/11/09

1. L’equazione differenziale ¢ lineare a coefficienti costanti non omogenea. Tro-
viamo l'integrale generale dell’equazione omogenea associata risolvendo I'equa-

zione caratteristica
N 42042=0.

Otteniamo A = —1 &£ 4, percio l'integrale generale dell’equazione omogenea

associata ¢

x

y(x) =cy e ¥ cosx+cy e’ sin.

Poiché il termine noto e soluzione dell’equazione omogenea, cerchiamo una
soluzione particolare dell’equazione non omogenea del tipo

y(z) =z e (Acosz+ B sinx).
Risulta
7(r)=¢e" (A cosz + Bsinz + z((—A+ B) cosz — (A+ B) sinx))
y'(x) =2e7" ((—A+B) cosz — (A+ B) sinz + z( — B cosz + A sinx)) :

Sostituendo nell’equazione troviamo A = 0, B = 1, percio l'integrale generale
dell’equazione non omogenea ¢

y(x) =cr e coszr+cy e sine+xe “sinm.

Imponendo le condizioni iniziali otteniamo
C1 = 1
—C1 + ¢y = 1.

e “cosxr+2e Tsine+xe * sina.

Dunque la soluzione e

2. L’insieme E e chiuso e limitato, la funzione & continua, quindi esistono il
massimo e il minimo.
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La funzione non ¢ differenziabile in (0,0). Troviamo i punti interni al dominio
in cui il gradiente si annulla:

x
S —
Va2 +y?
Y _
+2y=0.

Va2 +y?
Questo sistema non ha soluzioni.

Sulla frontiera x2 4+ y? = 9 utilizziamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange
e cerchiamo i punti stazionari della funzione L(z,y,\) = /22 +y2 + 4> — 1 —
A(x? + y* — 9). Otteniamo il sistema

T
Y

?+y*=9

—22x =0

+2y—2\y=0

da cui, utilizzando la terza equazione,

x(1 — 6]) _0

y(1—|3-6(1—)\)

3
2 +y?=9.

=0

Dalla prima equazione si ottiene x = 0 oppure 1 — 6\ = 0.

Nel caso x = 0, dalla terza equazione segue che non ci sono soluzioni in F.

1
Nel secondo caso, A = 5 e dalla seconda equazione si ottiene y = 0, quindi
x = 3. In questo punto f(3,0) = 2.
Sul lato y = 0 la funzione diventa z — 1 con 0 < x < 3. Essa e crescente ed

allora f(0,0) = —1 ¢ (3,0) ¢ gia stato esaminato.

Sul lato ¥y = 2 la funzione diventa 2% + V2r —1con 0 <z < \% Essen-

3 3 13
do crescente basta considerare —,— | = — perché (0,0) ¢ gia stato
d (\/ﬁ V2 ) 2 00 ¢ e
esaminato.
In conclusione, confrontando tutti i valori ottenuti, abbiamo:

. 3 3 13
f(0,0):—lzmblnf, f(%,E)ZTngxf.
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3. Poiché la superficie z = 22 4 32 ¢ cartesiana, I'elemento d’area ¢

V14 + (2y)? dxdy .

Allora l'integrale da calcolare e

/Szda = //S(xZ—Fyz) V1 4(22 +y2) dady .

Calcoliamo l'integrale in coordinate polari. Risulta

27 \/5
//u?+fy¢r+4ﬁ+yﬁiwy=/‘dﬁ/ 0*V1+4¢%odo.
s 0 !

2 —1
4

Usiamo il cambiamento di variabile t* = 1+ 4¢?, da cui o> = e dunque

t
20do = 5 dt. Allora otteniamo:

3 42 5 3
t*—1 t t°73
/ZdCT:QW/ tht:27T[———}
S v5 16 80 4815

—o (30 - B 50 - (2-5).

80 48 80 48 20 12

4. La funzione non e pari né dispari dunque dovremo calcolare tutti i coefficienti
di Fourier. Risulta w = 7 e dunque abbiamo:

2
aoz/ 3z — 2?)dr = —,
0 3
e per k > 1 otteniamo (integrando per parti):
2
ar = / (32 — 2?) cos(kmx) dx
0

= [(33;—3:2)%&}2—/02(3—2@%&@

™ ™
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:[@_%)MK”/;MM

k272 k272
4 sin(knz)]” 4
T T 2n2 k33 T T Ra

2
by = / (32 — %) sin(kmw) do
0

- [—(3:6—3:2) Mr +/02(3—2x) costhme) 4,

T 0 km
2 sin(krz)]? % sin(kmx)
= —— —2r)——————= 2 —2d
km + {(3 7) k272 } + /o k272 .
_ 2 feosthra)]® 2
- krm k33  kr

dunque la serie di Fourier di f e

10 X 4 2
5 + Z (— 122 cos(kmx) — e sm(k‘ms)) :

k=1

Poiché la funzione e regolare a tratti, la serie converge puntualmente al pro-
lungamento 2—periodico di f su R meno gli interi pari, dove converge a 1. La
serie converge uniformemente negli intervalli chiusi che non contengono interi
pari.

La somma dei primi 101 termini della serie e riportata in Figura seguente.
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9 Compito di Analisi Matematica IT del 10/12/09

1. Calcolare il seguente integrale triplo per h,a > 0:

/ / / xdrdydz
E
dove

h
E = {(m,y,z) R 22+ <a®, 2>0,y>0,0<2< — (a— \/932+y2>} .
a
2. Trovare il massimo e il minimo assoluti (se esistono) della funzione

floy) =a*—y°

nell'insieme F = {(z,y) : 1 < 2%+ y? <4}

{y’ — % = y’sint
y(r/2) = 1.

. Sviluppare in serie di Fourier di soli coseni la funzione f definita nell’intervallo
[0,1] da

3. Risolvere il P.d.C. :

W

f(x) = 2(1 - )

Precisare gli intervalli di convergenza puntuale e uniforme della serie ottenuta.
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Soluzione del compito del 10/12/09

1. Utilizziamo le coordinate cilindriche. In questo sistema di di coordinate 1'in-
sieme ¢ dato da:

h
{(Q,ﬁ,Z); 0<o<a, OSﬁSg, Oﬁzé—(a—@)}-
a

Allora l'integrale da calcolare e:

ao)/a ha—)/a
/ dz?/ gdg/gcosﬁdZ—/ cosﬁ do
h
a
h
a

(ag -0 ) cosv dp

/dz?
0

wlrcwcx

/2 Ak
= [a —Zl cos V) dv
0 0
/2 4 4
:ﬁ/ (a__a_) cos Y dv
a Jo 3 4
had [™? ha?
- — Yd) = —.
12 ), ° 12

2. L’insieme ¢ chiuso e limitato, la funzione e continua, quindi esistono il massimo
e il minimo. Troviamo i punti in cui il gradiente si annulla:

20 =0
_3y2:07

Otteniamo il punto (0,0) che non appartiene al dominio F.

Sulla parte di frontiera 2 + y? = 1 utilizziamo i moltiplicatori di Lagrange e
otteniamo il sistema

20 =2 \x =0 21=XNz =0
—3y2 =2 \y =0 — By +2\)y =0

Dalla prima equazione si ha x = 0 oppure A = 1. Allora otteniamo i punti
(0,+£1) e, nel caso A = 1, dalla seconda e terza equazione si ottengono (£1,0)

(:I:i —2) e in questi punti la funzione vale

VG 2\ 23
37 3/
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Sulla parte di frontiera 22 + y? = 4 utilizziamo i moltiplicatori di Lagrange e
otteniamo il sistema

2 — 2 x =0 21—=XN)z=0
—3y2 -2 \y =0 = By +2\)y =0
22+ =4 24+ =4.

Dalla prima equazione si ha z = 0 oppure A = 1. Allora otteniamo i punti
(0,£2) e, nel caso A = 1, dalla seconda e terza equazione si ottengono (+2,0)
e (j:‘l\/i 2
3

,—3) e in questi punti la funzione vale

£0,£2) = F8,  f(£2,0) =4, f<:|:¥7_§>:104

In conclusione, confrontando tutti i valori ottenuti, abbiamo:

f(O,—Z)zSzmgxf, £(0,2)

= —8 = min f.
min f
3. L’equazione differenziale ¢ un’equazione di Bernoulli; poiché y = 0 non e
soluzione, possiamo dividere per y? e otteniamo
/
1
y_2 — — =sint
y° oyt
y(r/2) = 1.
Utilizziamo la sostituzione w = =1, da cui w’ = —y~2%’. Allora otteniamo il
problema lineare:

/ w :
—w — — =sint
t
{w(w /2) = 1.
w
Risolvendo I'equazione omogenea w’ + — = 0 e, tenendo conto che ci interessa
il caso t > 0, otteniamo

1
A(t):/gdtzlogt =

Una soluzione particolare dell’equazione non omogenea si ottiene risolvendo
1
gc'(t) —sint, da cui ¢(¢)

w=ce

—t sint e dunque, integrando per parti,

c(t)——/tsintdt—tcost—/costdt—tcost—sint
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& sint
ed allora la soluzione generale ¢ w(t) = - + cost — —.

e : T+2
Imponendo la condizione iniziale troviamo —c¢— — = 1 e dunque w = o7
™ T

sint
cost — - Dunque la soluzione del problema assegnato e:

2t
T4+ 242t cost — 2sint

y(t) =

. Per ottenere lo sviluppo in serie di Fourier di soli coseni, dobbiamo considerare
il prolungamento pari f, della funzione e dunque abbiamo 7" = 2 e w = 7. Per
la parita degli integrandi, i coefficienti di Fourier sono:

aO:/llfp(x)CM:Q/ol(x—xQ)dx:%

ar = /1 fp(x) cos(kmx)dx = 2/1(1' — %) cos(krx) dx
1 0

_9 {i (z — 2?) sin(lmx)}

2 [ .
. - H/o (1 — 2x) sin(kmx) dz

0
1

|2 (k)1+—4 (k‘)+4/1 (kmz)d

= k27{'2 COS(RTTX ; k27r2 T COS(RTTX ; k27'(2 ; COS(RTTX) ax
2 4 2

= kgﬂg((—l)k -1) - pEr) (-1)F = _W(l +(=1)F).

Dunque la serie di Fourier e

+o0o k
1 2 1+ (-1
- == ——5— cos(kmz) .
T~ k

D

Siccome i coefficienti di indice dispari si annullano, essa si puo riscrivere come

2 <2 2 1 11
cos(2hmz) = — — — » - cos(2hmz).
6 7= h

Questa serie converge uniformemente in R poiché la funzione f, ¢ continua.
La serie converge anche totalmente.

43



10

Compito di Analisi Matematica II del 12/01/10

Risolvere il Problema di Cauchy

{ y/_xy — :L’3y2
y(0)=1.

Calcolare il seguente integrale triplo

$2+y2
E\/Z+1+1

dove E = {(x,y,2) e R3: 2> +¢y?* <2, 0< 2 <1}

dxdydz ,

Trovare il massimo e il minimo assoluti e relativi (se esistono) della funzione

f(z,y) = arctan(z? — y)

nell'insieme F = {(z,y) e R*: 0 <y < z}.

Studiare la convergenza della successione di funzioni (f,), cosi definita

fo(z) = e ™arctan(nz), = €R, neN.
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Soluzione del compito del 12/01/10

1. L’equazione differenziale ¢ un’equazione di Bernoulli; poiché y = 0 non e
soluzione del P.d.C., possiamo dividere per y? e otteniamo

x
Y Y
y(0) =1.
Utilizziamo la sostituzione w = y~!, da cui w’ = —y~2%’. Allora otteniamo il

problema lineare:
—w — zw = 23
w(0) = 1.
Risolvendo 'equazione omogenea w’ + xw = 0 otteniamo

2
Alt) I/xdx: % = w=ce ) =ce /2

Una soluzione particolare dell’equazione non omogenea si ottiene risolvendo
_ 2 . 2 . .
e /2 (z) = —2®, da cui ¢(z) = —2°e”/? e dunque, integrando per parti,

c(z) = —/:c3 "2 dy = —g? ™/ +/2x o™ dy = —a% "2 4267/

ed allora la soluzione generale ¢ w(z) = ¢ e™*/2 =22 4 2.
Imponendo la condizione iniziale troviamo c+2 = 1 e dunque w = —e
2. Dunque la soluzione del problema assegnato é:

—x2/2 2

1
y(l’) = 2 _ e_x2/2 _xz *

2. Utilizziamo le coordinate cilindriche. In questo sistema di coordinate 'insieme
e dato da:

{(0,0,2); 0<2<1,0<9<2r, 0<o* <z} .

45



Allora l'integrale da calcolare e:

2 1 1 Vz , 1 1 Q4 Vz
dv ——dz do =2m — | = dz
/0 /0\/z+1+1 /0 e e /0\/z+1+1{4]

dz usando la sostituzione z + 1 = ¢2,

0
1 ! 22

= —7T0 _—
2 /0 vz+1+1

V2 12 1)2 V2
ﬂ/‘gi—ﬂldh:ﬁ/ (t—1)*(t+1)tdt
1 1

t+1
V2 5 4 3 27V2
ottt
= - -+ t)dt=7|——— — = —
7T/l ( +1) W{5 4 3+2}1
4y/2 22 1 1 1 1 22
R C IS SN SR S 0 R VO
5 3 543 2 15 60

3. L’insieme ¢ chiuso ma non limitato, quindi non ¢ garantita 'esistenza del
massimo e del minimo. La funzione assume valori in (—7/2,7/2). Troviamo i
punti in cui il gradiente si annulla:

2 _ 0
L+ (22 —9)2
1
-
1+ (22 —y)? ’

Poiché la seconda equazione non ha soluzioni, non esistono punti stazionari
interni.

Sulla parte di frontiera con y = 0 e > 0 la funzione diventa arctan z2, che &
strettamente crescente, dunque ha il minimo in (0,0) con valore 0, e I'estremo
superiore ¢ /2.

Sulla frontiera con y = z e z > 0 la funzione diventa arctan(z? — z), e la
20 —1
derivata & —— ~_ Ta derivata ¢ ti € (0,1/2 itiva i
erivata & T— 2] a derivata e negativa per x € (0,1/2) e positiva in

(1/2,400). Risulta f(1/2,1/2) = —arctan(1/4).

Pertanto la funzione ha minimo in (1/2,1/2), non ha massimo e lestremo
superiore & /2.

4. Risulta

lim f,(z)=0 Vx>0, e lim f,(z)=—-00 V<0,

n—o0 n—o0



pertanto la successione converge puntualmente alla funzione nulla in [0, +00)
e diverge negativamente in (—o00,0). Per studiare la convergenza uniforme
calcoliamo le derivate di f,,. Risulta

n
! = — ein‘r t efnm -
fh(x) n arctan(nx) + ¥ (n2)?
. —(1 + (nz)?) arctan(nz) + 1
=N .
1+ (nx)?

Dunque le funzioni f,, hanno i punti di massimo per

1

arctan(nx) = T (o)

pertanto i punti di massimo x,, tendono a zero (vedere la figura 3). Poiché &
difficile determinare il massimo di f,,, osserviamo che

1
max f, > f, (5) =e ltarctanl = %,

quindi la successione non converge uniformemente in [0, +00), mentre converge
uniformemente a zero in [a, +00) per ogni a > 0.

0.3

0.2
0.15
0.1

1 2 3 4

Figura 3: I primi tre termini della successione (f,,).
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11

Compito di Analisi Matematica II del 12/02/10

Risolvere, al variare di o € R, il Problema di Cauchy

{ y+ay =y’
y(0) = a,

precisando se la soluzione ¢ locale o globale.

Calcolare il seguente integrale triplo

/// (2% + y*) z dxdydz

E

dove B = {(z,y,2) €R®: a2+ +22< 1, 2 > /a2 +42}.

Trovare il massimo e il minimo assoluti e relativi (se esistono) della funzione
fz,y,2) = 2y + 2*

nell'insieme F = {(z,y,2) € R®: 22 +¢y* + 22 <4, 2 > 0}.

Stabilire se per la funzione

T

0= e s

¢ definita la trasformata di Fourier e, in caso affermativo, calcolarla.
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Soluzione del compito del 12/02/10

1. L’equazione differenziale ¢ a variabili separabili (o anche un’equazione di Ber-
noulli); per essa vale il teorema di esistenza e unicita locale, mentre non sono
verificate le ipotesi per avere 'esistenza globale.

Possiamo riscriverla come

v =y —dy=yl’—4) =yly—-2)(y+2),

quindi y = 0, y = 2 e y = —2 sono soluzioni stazionarie (e dunque globali).
Per a # 0, £2 risolviamo

/

y =
yly—2)y+2)

/y(y—;l)y(y+2) :/dx'

Utilizzando il metodo dei fratti semplici otteniamo

1/ T S A O .
= e =x+c
s) \y—2"y+2 4) Y

e quindi

da cui . 2 — 4]
y —
—lo =x+c
3% ( y? )
e quindi
2
—4
|y - | _ CeSx ]
)
Imponendo la condizione iniziale nel caso |a| > 2 otteniamo
a? —4
a? ¢
e dunque
a? —4 . 200
Y—d=——ye" = yl)=

Poiché il coefficiente di €% & negativo, la soluzione ¢ locale.
Imponendo la condizione iniziale nel caso |a| < 2 otteniamo

4 — a?

a2

=C

20



e dunque

2 4 o’ —4 2 o8 — ( )
J— [ — €T = .
Y a2 Y VaZ — (a? —4) &

Poiché il coefficiente di 3% & positivo, la soluzione & globale.

. Utilizziamo le coordinate sferiche. In questo sistema di coordinate otteniamo
0<o0<1lepcosp>+/0?sin?p = psinp, per cui l'insieme ¢ dato da:

{(0,0,0); 0<p<m/4,0<0<2r,0<p<1}.

Allora l'integrale da calcolare e:

2m w/4 1
/ dv / dy / 0% sin? ¢ p cos p p*sin ¢ dp
0 0 0
/4 1 6

1 .4 /4
=2 / coS ¢ sin3g0d<p/ 0°do = 2w g il
0 0 6 0 4 0

_ o 11 o
616 48

. ’insieme e chiuso e limitato, la funzione f € continua, quindi e garantita
I’esistenza del massimo e del minimo. Troviamo i punti in cui il gradiente si
annulla:

y=20

x=0

Y

dove f(0,0,0) = 0. Consideriamo il vincolo 2% + 3* + 22 = 4 utilizzando il
metodo dei moltiplicatori di Lagrange. La funzione di Lagrange ¢

L($7?Jaz7/\)ZIy+22—/\(x2+y2+Z2—4).

Otteniamo il sistemas

y—2X =0 y =2z
—2\y = =2
x y=20 N x Ay
22 —=2Xz=0 22(1—X) =0
2 +y?+ 22 =4, 2+ + 22 =4.

o1



Dalla terza equazione otteniamo z = 0 oppure A = 1.
Nel caso z = 0, abbiamo = = 4\%z e dunque \ = ié’ cioe y = +x. Dalla

quarta equazione otteniamo i punti (iﬁ,iﬂ, 0) dove f vale 2 e i punti
(:I:\/Z:F\/ﬁ, 0) dove f vale —2.

Nel caso A = 1, abbiamo x = 4z e dunque x = y = 0, e allora dalla quarta
equazione otteniamo il punto (0,0,2) dove f vale 4.

Poiché sul vincolo z = 0 ritroviamo punti gia ottenuti, possiamo concludere
che la funzione ha minimo in (£v/2, Fv/2, 0) pari a —2 e ha massimo in (0, 0, 2)
dove f vale 4.

. La funzione f € L*(R) in quanto il denominatore non si annulla in R e all’in-

finito tende a zero come —. Pertanto la sua trasformata di Fourier ¢ definita

nel senso di L*(R).
Osserviamo che

1 1
flx) == =
22 +4x+5 14 (z+2)?

percio calcoliamone la trasformata di Fourier utilizzando le regole di trasfor-

1 a
mazione. Posto h(z) = T si ha h(¢) = 7 el Allora, indicata con ¢ la
T

funzione —— = h(x + 2), otteniamo
‘ 1+ (x + 2)? (z+2)

Infine, poiché f(z) = = g(x), allora
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12 Compito di Analisi Matematica II del
26/02/10
. Risolvere il Problema di Cauchy
{ Y+ 2y + 5y =4 e tcos2t
y(0)=1, y(0)=1.
. Calcolare il volume dell’insieme

E={(z,y,2) eR*: y<1-2a®, a+y+1>0,0<z<z+y-+1}.

. Trovare il massimo e il minimo assoluti (se esistono) della funzione

f([E,y,Z):flf—Fy—Z

sulla superficie sferica £ = {(z,y,2) € R*: 2? +¢y*> + 22 =4}.

. Determinare (se esiste) la trasformata di Laplace inversa della funzione

2s+3

fls) = §3 — 652+ 8s

23



Soluzione del compito del 26/02/10

1. L’equazione differenziale e del secondo ordine, lineare, non omogenea. La sua
equazione caratteristica e
N +2X +5=0.

Otteniamo A = —1 + 2¢, percio l'integrale generale dell’equazione omogenea
associata e
y(x) =c; e cos2x + ¢y e ° sin 2.

Poiché il termine noto e soluzione dell’equazione omogenea, cerchiamo una so-
luzione particolare dell’equazione non omogenea del tipo j(x) = x e™* (A cos 2z + B sin 2z).
Risulta

y(r)=e" (A cos2z + B sin2z + x ((2B — A) cos2z — (2A + B) sin 237))
7'(zx) =@ <(—2A +4B) cos2z — (4A + 2B) sin 2z
+2 (= (3A+4B) cos2z + (44 — 3B) sin2:v)> .

Sostituendo nell’equazione, tenendo presente che i termini contenenti il fat-
tore x si semplificano, troviamo A = 0,B = 1, percio I'integrale generale
dell’equazione non omogenea ¢

y(x) =c1 e ¥ cos2x + ¢y €7 sin2x + x e “sin 2z.

Imponendo le condizioni iniziali otteniamo

61:1
—Cl+202:1.

Dunque la soluzione ¢

e T cos2x+e Tsin2x +x e * sin2x.

2. Dalle prime due disuguaglianze otteniamo:

—x—1<1-2° = 2’—2-2<0 = —-1<z<2.
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Allora l'integrale da calcolare e:
2 1—a? z+y+1 2 1—a?
/ dx/ dy/ dz:/ da:/ (x4+y+1)dy
~1 —z—1 0 -1 —z—1
2 y2 1—22
= / ry+ =ty dx
-1 2 —z—1

:/2 (x(l—x2)+1(1—x2)2+1—$2+:v(x—|—1)—1(1+m)2+x+1> dx

. 2 2
2 3 2 3 1 4
:/1 (24—237—5&: —x +§x) dx
1 R S |
_ 2 2_ - .3 — 4 ) ——
{x—l—m 290 430 +10:U Ty

3. L’insieme e chiuso e limitato, la funzione f € continua, quindi e garantita
I’esistenza del massimo e del minimo. L’insieme non ha punti interni. Consi-
deriamo il vincolo z2 + y? + 2% = 4 utilizzando il metodo dei moltiplicatori di
Lagrange. La funzione di Lagrange ¢

Lz, y,z,\) =z +y— 2 — MNa* +y> + 2% —4).

Otteniamo il sistemas

( 1
1—2\z =0 l":?

v — y 2\ = Ty :
—1-2Xz=0 z——i 3z% =4.
e+t 422 =4, 2

\x2+y2+22:4

Dunque abbiamo x =y = i\% ez = :F\/lg. In questi due punti la funzione f

vale f( 55, 5 —25) = 2V3 e f(- 5 — 5 ) = —2V3.
Possiamo concludere che la funzione ha minimo pari a —924/3 e ha massimo

pari a 2V/3.

4. Il denominatore di f si annulla in 0, 2 e 4, quindi per calcolare ’antitrasformata
di Laplace possiamo utilizzare la formula di Heaviside. Si ha:

F(t)y== (3—14e*+11e") H(t).

0| =
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Alternativamente basta determinare la decomposizione in fratti semplici della
funzione f, ottenendo:

3 7 11
LA v TP Y Py
1
quindi, utilizzando la trasformata della funzione di Heaviside £L(H)(s) = e

la regola sulla trasformata della modulazione si ottiene il risultato.
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13 Compito di Analisi Matematica II del 26/02/10
(D.M. 509)

1. Risolvere il Problema di Cauchy

{ y'+2y + 5y =4 e tcos2t
y(0)=1, ¢ (0)=1.

2. Calcolare il volume dell’insieme

E={(z,y,2) eR*: y<1—-2a’, 24+y+1>0,0<z<a+y+1}.

3. Trovare il massimo e il minimo assoluti (se esistono) della funzione

f(x,y,z):x—i—y—z

sulla superficie sferica £ = {(z,y,2) € R®: 22 +¢y*> + 22 =4}.

4. Determinare la serie di Fourier della funzione 2-periodica, definita in [—1,1]
da f(z) =1-22%.
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Soluzione del compito del 26/02/10 (D.M.509)

1. 2. 3. Vedi soluzione compito precedente.

4. La funzione f ¢ pari percio dobbiamo calcolare solo i coefficienti a;, (h € N).
Si ha w = 7 dunque

1 2710 4
ao—/_l(l—xQ)dx— [x—gll—g

e per h >0

1

1 h
cos(hrz)]’ ' cos(hmz)
= — {2x T ]_1 + /1 2 i dz
(—1)" sin(hrz)]! (—1)h+t
- h2m? h3m3 =14 h2m2

Siccome la funzione f e continua e regolare a tratti, la sua serie di Fourier
converge uniformemente su tutto R e si ha

0 (_1)h+1
+4 Z 723 cos(hmx) .
h=1

fz) =

[GCRN )

Figura 4: Somma dei primi 100 termini della serie di Fourier.
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14

Compito di Analisi Matematica II del 30/04/10

. Risolvere il Problema di Cauchy

;) 4ty logy
t2 -1
y(0) =e.

Calcolare 'area della superficie con sostegno z = xy all’interno del cilindro
22+ < 4.

Trovare i punti di massimo e di minimo assoluto e relativo (se esistono) della

funzione 2 -
2z +y)—
f(xay) - x2 + yg

nell'insieme F = {(z,y) € R?: 2 +y*#0}.

Determinare (se esiste) la trasformata di Fourier della funzione

2z + 3

I = 515
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Soluzione del compito del 30/04/10

1. L’equazione differenziale ¢ a variabili separabili. Dunque abbiamo

1 4t
dy = dt
/ylogy Y /t2—1

log |logy| = 2 log(t* — 1) + ¢,

da cui

e, considerando 'esponenziale di ambo i membri,
llogy| =k (t* — 1)%

Imponendo la condizione iniziale otteniamo 1 = k e dunque (eliminando il
valore assoluto e considerando I’esponenziale di ambo i membri) la soluzione ¢

y(t) = e,

. La superficie S ¢ il grafico della funzione z = f(z,y) = zy sul dominio
B = {(z,y); * + y*> < 4}. Dunque I'area della superficie si ottiene calcolando
I'integrale

as) = [[ e+ ety = [[ Va5 duy
=/02W/02mgdgcw
2:%”(5\/5—1)‘

0

—2x |30+ ]

. I’insieme E non ¢ chiuso né limitato, la funzione f & continua in E, quindi
dobbiamo studiare il limite di f in (0,0) e all'infinito.
Risulta
2 -1 2 -1
Lk P i ATFU L
(zy)—=(0,0) 224y [@y)ll—ce X241y

Dunque la funzione non ha minimo. Poiché f(1,1) = % > 0, la funzione ha
massimo. Cerchiamo i punti critici della funzione. Otteniamo il sistema:

2 +y°) — 202 +y) — 1)  2y* —22® —day + 2

el = T T T
B 2(x* +y?) — 2y(2(x +y) — 1) B 202 — 2y? — day + 2y _0
fy(%y) = (:E2 +y2)2 - ($2 + y2)2 -
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Dunque abbiamo

2y? — 2% —day + 22 =0 N —doy+zr+y=0
22% — 2% —day + 2y =0 4o — 4> +2(y —2) =0,

da cul

{—4:)3y +r+y=0
Ar+y)z—y) +2(y—2)=0=2@—y)((zr+y)—1).
Allora
—4r* 422 = 2222 — 1) =0 1
T=1 2
oppure

—Adr(l—2)+1=42" —dr+1= 22 -1)*=0
(x+y)—1=0.

11

In quest’unico punto la funzione f vale f (5, 5) = 2 e possiamo concludere che

la funzione ha massimo pari a 2 ed e illimitata inferiormente.

. La funzione f € L*(R) e possiamo usare le regole di trasformazione. Risulta

2 —-1)+5
fo) = e
Posto
(z) 1 1
g(@) = 5 = :
4 z\2
P a((3)" )
risulta .
5 — =2
Posto .
)=y
risulta

In definitiva

A

f(&) = —2im e 2kI= € gjgn(€) + ge_%l_’f = (—Zisign(f) - g) 7 e 2kl
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15 Compito di Analisi Matematica IT del 30/04/10
(D.M. 509)

1. Risolvere il Problema di Cauchy

) Aty logy
12 -1
y(0) =e.

2. Calcolare I'integrale triplo

/// Va2 +y? + 22 dedydz,
B

dove

E={(z,y,2) eER®: 22+ +22<1,2>0,y>0, 2>0}.

3. Trovare i punti di massimo e di minimo assoluto e relativo (se esistono) della

funzione 2 _—
2z +y)—
f(l'7y) - IL'2 + yg

nell'insieme F = {(x,y) e R?: 2 +y*> #0}.
4. Determinare la serie di Fourier della funzione 6-periodica, definita in [—3,3)

da
0 se —3<zx<0
flz) =
2v se 0<zx<3.

Dedurre dal risultato ottenuto la somma della serie

2420+ 1)
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Soluzione del compito del 30/04/10 (D.M.509)

. Vedi soluzione compito precedente.
. Utilizziamo le coordinate sferiche

x = psin g cos v
y = osin psind

Z=0pCosp.

w/2 pw/2 pl
/ / / 0® sin o do dep dv
0 0 0
T [Q_T _

2141, 8

. Vedi soluzione compito precedente.

L’integrale diventa

. La funzione f ¢ regolare a tratti e 6-periodica.. Si ha w = Z dunque

1 1
a0:§/_3f(x)dx:§ [x2}§:3

e per h >0

W =

3 1 3
— 21 cos(hwz) dz = ~ |2z T WT)
ap /0 x cos(hwx) dx 3 [ T

1 /32sin(hw:c) e
3 Jo hw

1 5 cos(hwz)]? _ (-1 -1
3 h2w? |, '
Analogamente, per h > 0

1 3 . ;
0

1 (% cos(hwz)

- [ 2———=d

* 3 /0 hw ‘

1 6 N 1 5 sin(hwz) 3 iy &
hr 3 h2w? |, hr

63
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Siccome la funzione f e discontinua nei punti 3 + 6h per h € Z, la sua serie
di Fourier converge in tali punti al valore 3 e converge uniformemente negli
intervalli chiusi contenuti in R\ {3+ 6h; h € Z}. Si ha

flz) = g - (6 -t cos(hwzx) + (—1)" b sin(hw:c)) :

h2m? hr

4
2
-6 a2 2 4 6

Figura 5: Una somma parziale della serie di Fourier.

Per 2 = 0 si ottiene
3 (-D)h—1 3 = 1
0==-+6 -t = ——12 —_—
2 * ; h2m? 2 HZ:O (2n + 1)272

da cuil
2

P
(2n+1)2 8"

n=0
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16 Compito di Analisi Matematica IT del 10/05/10
(F.C.)

1. Determinare la soluzione del seguente Problema di Cauchy

y'—y=e
y(0)=1
y'(0)=0

2. Trovare (se esistono) i punti di massimo e di minimo assoluti e relativi della
funzione
f(I,y,Z) = '1:2 _2y2 +22

nell’insieme

E={(z,y,2) eER® : 2 +*<1,0<2<1}.

3. Calcolare il seguente integrale doppio

2 _ 2 2
/ / T ey,
e T+ y?
dove E e la corona circolare di centro l'origine e raggi 1 e 2.

4. Studiare il tipo di convergenza e calcolare la somma della serie

L (pH1)"
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Soluzione del compito del 10/05/10 (F.C. - D.M.509)

1. L’equazione differenziale & lineare a coefficienti costanti non omogenea. Tro-
viamo l'integrale generale dell’equazione omogenea associata risolvendo I'equa-

zione caratteristica
N —-1=0.

Otteniamo A = +1, percio 'integrale generale dell’equazione omogenea asso-
ciata e
y(x) =c1 e +cy €7

Poiché e” e soluzione dell’equazione omogenea cerchiamo una soluzione par-
ticolare dell’equazione non omogenea del tipo y(x) = Aze®. Sostituendo

1
nell’equazione troviamo A = 2 percio 'integrale generale dell’equazione non
omogenea €
1
y(xr) =cp e +ey e” +§ xe.

Imponendo le condizioni iniziali otteniamo
ci+c=1
—C1 + €2+ % =0.

3 1 1
—e T4 -e"4-—xe’.
4 4 2
2. L’insieme E ¢ chiuso e limitato, la funzione e continua, quindi esistono il

massimo e il minimo. Troviamo i punti in cui il gradiente si annulla:

Dunque la soluzione e

20 =0
—4y =0
22 =0.

L’unico punto stazionario ¢ (0,0,0), che appartiene alla frontiera di F, & un
punto di sella e dove la funzione vale zero. Sulla parte della frontiera 2%+ 1y? =
1 utilizziamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange e cerchiamo i punti
stazionari della funzione L(z,y, z, \) = 22 —2y*+ 2% —\(2*+y*—1). Otteniamo
il sistema

20 — 2 x =0 20(1—=X) =0
Yy y=0 . y(2+X) =0
2yt =1 > +yt=1.
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Figura 6: Il dominio £.

Dalla prima equazione si ottiene x = 0 oppure A = 1.

Nel caso = = 0, dall’'ultima equazione otteniamo i punti (0, £1,0), mentre nel
caso A = 1 deve essere y = 0 e dunque otteniamo i punti (£1,0,0). Nei punti
trovati si ha

£(0,£1,0) = —2, f(£1,0,0) =1.

Sulla parte della frontiera con z = 1 e 22 + y?> < 1 studiamo la funzione
g(z,y) = > — 2y* + 1. 1l suo gradiente si annulla in (0,0) a cui corrisponde
il punto (0,0,1) dove f = 1. Sulla frontiera x? + y? = 1 utilizziamo il metodo
dei moltiplicatori di Lagrange e cerchiamo i punti stazionari della funzione
L(z,y,\) = 2% — 2y?> + 1 — A(2? + y? — 1). Otteniamo il sistema

2 =2 z =0 2¢(1—=X) =0
—4y —2\y =0 — —2y(24+X) =0

Dunque otteniamo i punti (0,41,1) e (£1,0,1). Nei punti trovati si ha
FO,£1,1) = —1, F(£1,0,1) =2.

La parte di frontiera con z = 0 e gia stata studiata. In conclusione, confron-
tando tutti i valori ottenuti, abbiamo:

f(£1,0,1) =2 = max f, f(0,£1,0) = —2 = min f.

3. Utilizziamo le coordinate polari. L’integrale diventa

27 2 27 Q2 2
/ / (cos® ¥ — 2sin? ¥) o dodd) = / (3cos® ¥ — 2) [—] d9
0o J1 0 21
3

I§<37T—47T):—377T.
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+1 .
otteniamo

x
4. Con la sostituzione y =

+00 n

> ST

— 2(n+1)

Questa serie di potenze ha raggio di convergenza p = 1, converge puntualmente
per y € [—1,1) e assolutamente per y € (—1,1), con convergenza totale negli
intervalli chiusi [—r,r] con 0 <7 < 1.

La somma della serie ¢ 1/2 per y = 0. Per y # 0 e |y| < 1 abbiamo

+00 n ~+00 n41 +oo Ly
y 1 y 1 / n
2 ) A 3,
1 (Y[R 1 v/ 1
= — o) dt=— (—) dt
2y Jo — 2y Jo \1—1
1 ~log(1 —vy)

— oo 1= log(1 = ]t = 5L

Tornando nella variabile & abbiamo convergenza puntuale in [—3,1), conver-
genza assoluta in (—3,1) e convergenza totale in [a, b] per —3 < a < b < 1. La
somma vale 1/2 per x = —1 e altrove

log2 —log(1 — z)
r+1 '
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Compito di Analisi Matematica II del 29/06/10

Risolvere il Problema di Cauchy

1
y' == -y
y ()
y(0) =1, y(0)=1
Calcolare 'integrale triplo
/// Va2 +y?dedydz,
E

dove
E={(z,y,2) eER®: 22+ +22<1, y—2>0}.

Calcolare, se esistono, il massimo ed il minimo della funzione
1 1
f(l', y) ==+ -
r oy

nell’insieme

1 1
E:{(x,y):ﬁ%—ﬁgl} :
Calcolare, con i metodi dell’analisi complessa, l'integrale

/+°° cos 2%
———dx.
2 —=2x+5

[e.9]
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Soluzione del compito del 29/06/10

1. L’equazione differenziale ¢ autonoma, dunque usiamo la sostituzione z(y(x)) =
y'(x), da cui y'(x) = 2 (y(z))y'(x) = Z(y(z))z(y(z)) e allora dobbiamo
risolvere il P.d.C.

2

zz'—z——i-z:()
Yy

2(1) =1,

dove y e la variabile indipendente. Poiché z = 0 non e soluzione, possiamo
dividere per z, ottenendo il P.d.C.:

Questa equazione ¢ lineare del 1° ordine. L’integrale generale dell’equazione
omogenea ¢ z = ky. Cerchiamo la soluzione particolare risolvendo £'(y)y =
—1, cioe k(y) = —logy. Dunque otteniamo z(y) = ky — ylogy, e imponendo
la condizione iniziale risulta k£ = 1.

Ora dobbiamo risolvere
Yy =y—ylogy
y(0) =1.

Separando le variabili troviamo:

1
—dy:/dx,
/y(l—logy)

—log(1 —logy) =x +c,

da cui

e dunque
—z—c)

1—logy = e
Imponendo la condizione iniziale otteniamo ¢ = 0, e la soluzione ¢

l—e %

y(z) =e
2. Utilizziamo le coordinate sferiche

x = psin g cosv
y = osinpsind

Z = 0pCoSy.
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La condizione y > x comporta w/4 < < 5n/4, e 'integrale diventa

5m/4 5m/4 1
dgo/ dﬁ/ 02sin® o Smgodg—/ dg@/ dﬁ/ 0*sin® p do
| v 0

o* ! (p — sin p cos 72
=TT _— = — .
1], 2 . 8

. La funzione f & continua in F, I'insieme E e chiuso ma non e limitato, quindi
non ¢ garantita l’esistenza del massimo e del minimo della funzione.

Cerchiamo i punti critici della funzione interni ad E. Otteniamo il sistema:

1

1
fy(x,y) - _E =0

che evidentemente non ha soluzioni. Cerchiamo ora i punti stazionari sulla

frontiera con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Definiamo:

1 1 11
Ly N =—F--X—=+—=—1
(z,y, M) by <$2 " )

e risolviamo il sistema

1 1
—x+22=0
1 1
Y y Lol
. . 72 y2 -
—2+——1—0
\ T y

da cui z = y e, per la terza equazione, r = £1/2 e y = +v/2. Risulta
F(V2,V2) = V2, f(-V2,v2) =0,
FVE VD) =0, (V33 = V3.

Per motivi di simmetria dell’insieme e della funzione, evidentemente il massimo
deve essere cercato nel primo quadrante, e il minimo nel terzo quadrante.
Esaminiamo il primo quadrante. Se (x,y) & interno ad F allora, indicato con
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(x,y) il punto sulla frontiera (vedi Figura 7) avente la stessa ascissa di (z,y),
risulta

fla,y) < flz,y)

percio basta dimostrare che esiste il massimo sulla frontiera nel primo qua-
drante. Sulla frontiera risulta

1 1 1+ /221
lim <—+ 1——>: lim YTy

T—r+00 xX ,1'2 T—+00 €T

1 1 1++vVa2 -1
lim <—+,/1——2> = im0y
=1t \ T X z—1t X

da cui segue che V/2 ¢ il massimo sulla frontiera e anche nell’insieme E. Ana-
logamente si prova che —+/2 ¢ il minimo sulla frontiera e anche nell’insieme

E.

I O

Figura 7: Il dominio F.

. Per utilizzare i metodi dell’analisi complessa, consideriamo la funzione

eQiz
f(z) = 22 —-2245"

olomorfa in C\ {1 £ 2i}. Per utilizzare il Lemma di Jordan, fissiamo R > 3
e consideriamo il circuito ¢p costituito dai due cammini v, g : [0,7] — C e
Yo.r ¢ [—R, R] = C definiti ponendo

nr(@t)=Re" te0,7]; prlt):=t, te|[-R R].

Si osservi che il circuito viene percorso in senso antiorario e racchiude il polo
del primo ordine z = 1 4 2i. Dal teorema dei residui segue

]{ f(z)dz = 2miRes(f, 1+ 2i)
¢R
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e si ha

z— 1421

Res(f,1+2i) = lim (z—1-—2i)f(2)
; 2i—4

) esz e
= lim ( ) = -
2—142i \2z — 2 41

Allora, esplicitando gli integrali sui cammini v; g, V2.5

R eQit e2@’74 e?i
d —————dt =27i =
/%,Rf(z) Z+/Rt2—2t+5 7”( 4i ) el

1
Poiché lim ————— =0, dal Lemma di Jordan segue anche
z—00 22 — 22+ 5
thf f(2)dz =0, e quindi, passando al limite per R — o0, si ottiene
oo Y1,R
/+°°c082:c+isin2x cos2 + isin 2
r=———7T
o X2 =245 2¢t '

da cui, uguagliando le parti reali,

/+°° cos 2x cos 2
— dor=—n
a2 —=2x+5 2t

o0
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18 Compito di Analisi Matematica IT del 29/06/10
(D.M. 509)

1. Risolvere il Problema di Cauchy

2. Calcolare lintegrale triplo

/// V2 + y? dedydz,
E

dove
E={(z,y,2) eR®: 2 + 92 +22<1, y—2>0}.

3. Calcolare, se esistono, il massimo ed il minimo della funzione
1 1
f(l', y) =—+-
r oy
nell’insieme

1 1

4. Determinare la serie di Fourier della funzione 27-periodica, definita in [—, 7)

da
0 se—7<z<0
f(m)_{l se0<zxz<m
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Soluzione del compito del 29/06/10 (D.M.509)

1. 2. 3. Vedi soluzione compito precedente.

4. La funzione f ¢ regolare a tratti e 2m-periodica.. Si ha w = 1 dunque
1 [ 1
= — d = — ™ g ]_
o 7T/_ﬂf(ﬂff) Z 7T[x]o

e per h >0

ap =

3|

/ cos(hx) dr =
0

2=

Analogamente, per h > 0

IR A 1 [ cos(hx)]™  1—(=1)"
bh_ﬁ/o sm(hx)dx—ﬂ {— h } ==

Siccome la funzione f e discontinua nei punti m + hm per h € 7Z, la sua serie
di Fourier converge in tali punti al valore 1/2 e converge uniformemente negli
intervalli chiusi contenuti in R\ {7 + hm; h € Z}. Si ha

0

+ Z # sin(ha) = % + Z ﬁ sin((2h 4+ 1) x).

1 0

Figura 8: Una somma parziale della serie di Fourier.

N | —

fla) =

00 h 0o
h= h=

5
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Compito di Analisi Matematica II del 19/07/10
(D.M. 509)

Calcolare la soluzione del problema di Cauchy

x
/ —
sut 14 20w
u(0) = —1
Calcolare il seguente integrale doppio
/ xy® log(zy) dady,
E

dove E = {(z,y) €R?: 1 <2 <2 2<ay<3}
Trovare (se esistono) i punti di massimo e minimo assoluto della funzione
f(xayaz) = :E2 —y2+22

nell’insieme
E = {(:U,y,z); P+ <1, 2> O}.

Studiare la convergenza puntuale ed uniforme della successione di funzioni

xr+n

= —, z € R.
nx?+1

()

Dato il campo vettoriale

Fon = (G o)

dire se & conservativo, e in caso affermativo determinarne i potenziali.
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Soluzione del compito del 19/07/10 (D.M.509)

1. L’equazione & di Bernoulli con o = —2. Utilizziamo la sostituzione z = u3, da
cui 2 = 3u?v’. Allora, moltiplicando ’equazione per u?, dobbiamo risolvere
PR -

14227
2(0) = —1.

Questa e un’equazione lineare del primo ordine non omogenea. Abbiamo

Ax) = / Y = % log(1 + 2?)

1+ 22

e quindi 'integrale generale ¢

z(z) = o7 log(1+4%) (c + /aveé log(1+2?) dm)

c+ [ xzV1 +x2dx)
\/ 1 + N ( /
( (1 —|— x2)3/ 2)
T VIta?
A ! (14 )
= x

\/ Vit 3

Imponendo la condizione iniziale troviamo ¢ = —4/3 e dunque, ricordandoci

della sostituzione iniziale troviamo

S
u(x):\/—gm—i-?)(l—l— ).

2. Usando la formula di riduzione sugli insiemi normali, otteniamo:

3/x
/asy log(xy da:dy—/ xdx / y? log(zy) dy
3/x 3/x 2
:/ xdx [y—log(xy)} —/ y—dy
1 3 2/x 2/x 3
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2 373/
9 8 Y
= —log3 — —log2 — | = d
/1' ’ <$3 o8 3:):3 o8 |: 9 :|2/z> !

2
9 8 3 8
:/1 x(;log?)—%logQ—;—i-@) dz

9 8 3 81°
= [—Zlog3+ —log2+ = — —

T 3 r  9r],
8

9 8 3 8 8
=——1 —log2+ - — — 1 — —log2 — —
20g3—|—60g +2 18#—90g3 3og 3+9

1
= 1—8(8110g3—2410g2— 19) .

3. L’insieme FE ¢ chiuso e limitato, la funzione e continua, quindi esistono il
massimo e il minimo. Troviamo i punti in cui il gradiente si annulla:

20 =0
—2y =0
22 =0.

L’unico punto stazionario ¢ (0,0,0), che appartiene alla frontiera di F, & un
punto di sella e la funzione vale zero.

Sulla parte della frontiera 2% + y* + 2% = 1 utilizziamo il metodo dei moltipli-
catori di Lagrange e cerchiamo i punti stazionari della funzione L(x,y, z, ) =
22 —y? + 2% — MN2? + y? + 2% — 1). Otteniamo il sistema

2r — 2\ =0 20(1—=X) =0
9y — 2y = - -

y y=0 . 2y(1+X) =0
22 —2Xz2=0 22(1—X) =0
22yt =1 2yt =1.

Dalla prima equazione si ottiene x = 0 oppure A = 1.

Nel caso z = 0, possiamo scegliere y = 0 ed allora deve essere z = 1, oppure
A= —1ed allora si ha 2z =0 e y = £1. In questi punti risulta dall’'ultima
equazione otteniamo i punti (0, £1,0), mentre nel caso A = 1 deve essere y = 0
e dunque otteniamo i punti (£1,0,0). Nei punti trovati si ha

£(0,0,1) =1,  f(0,£1,0)=—1.

Nel caso A = 1, deve essere y = 0 ed otteniamo tutti i punti della semicircon-
ferenza {2? + 22 = 1, 2 > 0} dove f vale 1. Sulla parte della frontiera con
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z=0e2*+y? <1 studiamo la funzione g(z,y) = z*> — y*. 1l suo gradiente si
annulla in (0,0) a cui corrisponde il punto (0,0,0) dove f = 0. Sulla frontiera
2?2 4+ y? = 1 utilizziamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange e cerchiamo i
punti stazionari della funzione L(x,y, \) = 2% —y* — A\(2* +3*> —1). Otteniamo
il sistema

2 =2 z =0 2¢(1—=X) =0
—2y —2\y =0 — —2y(1+X)=0
222 =1 P22 =1.

Dunque otteniamo i punti (0,+1) e (£1,0). Nei punti trovati si ha
F(0,£1,0) = —1, F(£1,0,0)=1.

In conclusione, confrontando tutti i valori ottenuti, abbiamo:

mgxle, mEinf:—l.
. Per x = 0 risulta nlggo fn(0) = 400, mentre per x # 0 risulta nhjEO folz) = %

Poiché la funzione 25 ¢ illimitata in R\ {0} la successione f, non converge
uniformemente in R\ {0}.

Consideriamo allora I'insieme X, = (—00, —a) U (a, +00) con a > 0. Risulta,
per x € X,:

r+n 1| | 2*-1
nz?+1 22| |z2(na? +1)
x 1

+
(na? +1) x?(nz? 4+ 1)
x 1
+ .
(nz? 4+ 1) a?(na? +1)

Il secondo addendo non dipende da x, dunque tende a zero uniformemente.
Riguardo al primo addendo, esso tende a zero per x — 400 mentre

b ((nxf—l— 1)) - (ia; ny

che si annulla per x = +1/4/n, dove il primo addendo vale ﬁﬁ Quindi

T 1
S <
vert, | (na? + 1)‘ ~2yn

cosl entrambi gli addendi tendono a zero uniformemente in X, e dunque f,
converge uniformemente a 1/2% in X,.
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5. Il campo ¢ definito in R? \ {z + y = 0}. Risulta

a% ((az —y:w) - <a:2f;>3 ’

a% ((:c fw) - <x2f;>3 |

Dunque il campo ¢ irrotazionale nei due insiemi convessi A;, A dove esso e
definito, pertanto € conservativo.
Per trovare il potenziale abbiamo

Y’ v,
| et =gty rew

Derivando rispetto a y e uguagliando alla seconda componente del campo

O( v N Y2y
3?4( (l‘+y)+(y)) (z +y)° l‘+y+ (@) (z+y)?

da cui segue
x? 2 2
c/(y) o . Yy 4 Yy —1,

(z+y)? (x+y)? z+y

dunque ¢(y) = y e il potenziale é:

zy
(z+y)

+c1pa, + C2pa, -
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Compito di Analisi Matematica II del 13/09/10
(D.M. 509)

Risolvere il Problema di Cauchy

{y’\/l—x2= V91—

y(0) =3

Calcolare 'integrale triplo

/// e dedydz,
E

E={(z,y,2) eR*: 2 +¢y*+ 22 <1, 2 +¢y°<32%, 2>0}.

dove

Trovare i punti dell’insieme
K={(z,y) eR*: 2* +y* +62y—8=0}

che sono piu vicini all’origine, e quelli che ne sono pit lontani.
Determinare la serie di Fourier di soli seni della funzione 2-periodica, definita

in [0,2) da
~J1 perze0,1),
fl) = {O per x € [1,2).
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Soluzione del compito del 13/09/10 (D.M.509)

. L’equazione e a variabili separabili. Dunque dobbiamo risolvere

dy dx
/ JI—P / iz
da cui segue
arcsiny = (arcsinx) + ¢ = y = sin ((arcsinz) +¢) .

Imponendo la condizione iniziale troviamo ¢ = 7/6 e dunque, utilizzando la
formula di addizione per la funzione seno, la soluzione é:
7r> V3xz /1 —2a?

y = sin ((arcsm x)+ 5 5 + 5

. Per usare le coordinate cilindriche, dobbiamo risolvere il sistema:

2 2
+z¢=1
{Q : :422:1,:2’: , 0=

of%

N | —

0* =322, 2>0

Dunque si ha:

27 V3/2 \/1—02
/// e® drdydz :/ dﬁ‘/ ng/ e* dz
E 0 0 o/V3

2

V3/2 1-o
277/ {ez 1 odp
0 o/V3

V3/2
= 271'/ <e\/ 1-¢? _eg/\/§> odp
0

V3/2 V3/2
:271'( eVl_QQQdQ—/ eg/\/ggdg> .
0 0

Cambiando la variabile nel primo integrale (1 — p? = t?) e integrando per parti
nel secondo, si ha:

! 5 V32 (V32
=27 (/ ettdt—[\/ﬁeg/ﬁg} + \/geg/*/gdg>
1

/2 0 0
1
3 V3/2
27r<[ett]1/2—/ el dt——\/é—l—[Se@/‘/g] )

21 <e—%\/6—e+\/5—g\/5+3\/5—3) = 27(2v/e — 3).
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3. E’ opportuno studiare la funzione f(z,y) = 2 + y* che ha gli stessi punti di
estremo della funzione distanza. L’insieme K & chiuso e limitato, la funzione
e continua, quindi esistono il massimo e il minimo di f su K.

4 -2 2 4
-2

Figura 9: L’insieme K.

Troviamo i punti stazionari vincolati con il metodo dei moltiplicatori di La-
grange.

Consideriamo la funzione L(z,y,\) = 2* + y* — A(z* + y* + 62y — 8). 1 punti
stazionari di L si ottengono risolvendo il sistema:

22 — \(4x® + 6y) =0
2y — AN(4y® + 62) =0
r+yt + 62y —8=0

Moltiplicando la prima equazione per y, la seconda per x e sottraendo si ottiene
(tenuto conto che non puo essere A = 0):

(> —2%) 22y —3) =0 = 2zy =3, oppure v = +y.

Sostituendo nella terza equazione, nel primo caso non ci sono soluzioni, nel
secondo caso otteniamo i punti:

(2,-2), (-2,2), (1,1), (-1,-1)
dove la funzione vale
f2,-2)=f(=22)=8, [f(1L,1])=f(-1,-1)=2.
Dunque il minimo della distanza dei punti di K dall’origine ¢ v/2 mentre il

massimo & 2v/2.
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4. Per sviluppare la funzione f mediante una serie di soli seni occorre raddoppiare
il periodo e considerare il prolungamento dispari f; della funzione f. Dunque
si ha

1 /2
T=4 w= g, b = 5/ fa(z) sin(kwz) dx,
-2

da cui
by = %/22 fa(x)sin(kwz) dz = /02 f(x)sin(kwz) dz

[ s = [t 1= cotinf)

kw kw

In definitiva:

o) = f % (1 — cos(kn/2)) sin (’“%3) |

k=1

N
L L U

Figura 10: Una somma parziale della serie di Fourier.
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Compito di Analisi Matematica Il del 15/12/10
(D.M. 270)

Risolvere il Problema di Cauchy

{ y' + 4y + 13y = sinx
y(0) =0, ¥'(0) =0.

Calcolare il seguente integrale doppio

// Va2 +y? x dedy,

E

dove E = {(x,y); P24+ —2y<0, 22 +y>—2/32<0 }

Calcolare i massimi ed i minimi assoluti e relativi della funzione
F(a) = e

nell'insieme A = {(x,y); 2% + 4y* < 4 }.

Calcolare la trasformata inversa di Laplace della funzione

s+1

fls) = s24+4s+5
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Soluzione del compito del 15/12/10 (D.M. 270)

1. L’equazione differenziale e del secondo ordine, lineare, non omogenea. La sua
equazione caratteristica ¢

M 4+4N+13=0.

Otteniamo A = —2 + 3¢, percio l'integrale generale dell’equazione omogenea

associata e

2 2

y(x) =c1 e =¥ cos3x + ¢y e~ sin 3u.

Poiché il termine noto non ¢ soluzione dell’equazione omogenea, cerchiamo una

soluzione particolare dell’equazione non omogenea del tipo y(x) = A cosx +
B sinz. Risulta

Yy () =—Asinx + B cosz, ¥'(x)=—Acosx — Bsinz.
Sostituendo nell’equazione, otteniamo
—Acosx — Bsinz+4(—Asinz + B cosz) + 13(A cosx + B sinx) = sinx,

da cui
(12A+4B)cosx + (12B — 4A)sinx = sinx.

Allora otteniamo

1244+ 4B =0 1 3
12B —4A =1 40 40

percio 'integrale generale dell’equazione non omogenea e

) 1 )
2 gin3x — — cosx + — sinx.

y(x) =c; € cos3r +cy e m m

Imponendo le condizioni iniziali otteniamo

C1 — 0 =
—201+362+% =0.
Dunque la soluzione ¢

1 1 1
y(x) = m e % cos3x — 0 e % ¢in 31 — 0 cos T + 0 sin .
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Figura 11: Il dominio d’integrazione.

2. Utilizziamo le coordinate polari. Dalle prime due disuguaglianze otteniamo:
0® —2psinv <0, 0> —2v3pcosd <0.

Considerando l'intersezione delle due circonferenze, si ha:

— 2sind) =
ole sind)) =0 —  sind =3 cos = tand =3 — =
Q(Q—Q\/gcosﬁ):()

Allora l'integrale da calcolare e:

w/3 2sin ¥ 2v/3 cos
/ / 0 cosﬁdgdﬁ%—/ / 0® cos ¥ do d)
/3

47 2sin?d 47 2v/3 cos ¥
= / [Q—] cos ¥ di + / [Q—} cos v dv
0 4 0 /3 4 0

/3 w/2
:/ 4sin* 9 cosﬁdﬁ—i—/ 36 cos® ¥ di?
0

w/3
w/2
= - [sm 19} / 36(1 — sin®¥)? cos ¥ di) (posto t = sin?))
/3
5
4 ! AN
_A (s +/ 36(1 — %) dt = ﬂ_+36[t—2 + 1
5\ 2 V3/2 160 3 51
2 1
:%4_36 1__+__£+£_%
40 3 5 2 4 32
_9\/§+36 8 49V3) _ 96 54v3
© 40 15 160 5 5
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3. L’insieme ¢ chiuso e limitato, la funzione f e continua, quindi esistono il massi-
mo e il minimo di f. Poiché la funzione esponenziale e strettamente crescente,
basta cercare i punti di massimo e di minimo di h(x) = 2?+y?—23. Cerchiamo
i punti dove il gradiente si annulla.

21 — 32 =
{; zx O i due punti critici sono  (0,0)  (2/3,0)
y:

Consideriamo il vincolo 22 + 4y? = 4 utilizzando il metodo dei moltiplicatori
di Lagrange. La funzione di Lagrange ¢

L(z,y,\) = 2%+ y* — 2° — Na* +4y* — 4).

Otteniamo il sistema:

27 — 322 — 2\ =0 (232 —2)\) =0
2u — 8 \y =0 — 2y(1 —4X) =0
22+ 42 =4, 2?2+ 42 =4

Dunque abbiamo y = 0 e allora x = 42, oppure x = 0 e allora y = £1. Infine
per A=1/4sihaz =1/2ey = £+15/4. Confrontando i valori della funzione
f in questi punti si ottiene:

mj}xf:f(—l()):elz, mjnf:f(2>0):e_47

4. 11 denominatore di f si annulla in s = —2 4 4, quindi per calcolare I'antitra-
sformata di Laplace possiamo utilizzare la formula di Heaviside. Si ha:

14 | 1 |
F t — - (72+Z)t - (7271)7& H t
(®) (2(—2+i)+4e MDTEC (®)
_ (_giﬂ SR e—“> e~ H(t) = <_1‘2“ o4t e—if) e H{(t)

—2t
= S (e (e =) H(t) = (cost —sint) ¢ H(D).
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Compito di Analisi Matematica Il del 15/12/10
(D.M. 509)

Risolvere il Problema di Cauchy

{ y' + 4y + 13y = sinx
y(0) =0, ¥'(0) =0.

Calcolare il seguente integrale doppio

// Va2 +y? x dedy,
E
doveE:{(x,y); 2 +y?—2y <0, x2+y2—2\/§x§0}.

Calcolare 1 massimi ed 1 minimi assoluti e relativi della funzione
flx) = e+

nell'insieme A = {(x,y); 2% + 4y* < 4 }.

Stabilire se il campo vettoriale

F(x,y):( x2—x+y2)

)
S R O R

definito in R*\ {(1,0)} e in Q = {(x,y);y > 0}, & conservativo.
In caso affermativo trovarne un potenziale.
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Soluzione del compito del 15/12/10 (D.M. 509)
1. 2. 3. Vedi compito precedente.
4. Risulta

0 y (-1

dy <(5L’ —1)2+ y2> (=142

0 (x—a—y*\  (z-1)7—y

Ox <(-’If —1)? +y2) (-1 +2)

Dunque il campo ¢ irrotazionale. Il dominio R? \ {(1,0)} non & semplice-
mente connesso, dunque proviamo a calcolare I'integrale del campo lungo una

circonferenza centrata in {(1,0)}. Consideriamo ¢(t) = (1 + cost,sint) con
t € [0, 27]. Otteniamo:

2m
/F-dfz/ (—sin®¢ — [(1 4 cost)® — 1 — cost + sin*t] cost) dt
© 0

27
:/ (—sin2t—cos2t—cost) dt = —27,
0

dunque il campo non e conservativo.
L’insieme () & convesso, percio in esso il campo e conservativo. Troviamo il
potenziale. Per trovare il potenziale abbiamo

/Aalac—1 /d—x—arctan (x_—l) + c(y)
(x=12+y "y (x_1>2+1 Y '

Y

Derivando rispetto a y e uguagliando alla seconda componente del campo si
ha:

11—z 22 — x4+ y?
- _|_ C/ =,
(& —1)" +y? g (x — 1)+
da cui otteniamo:
, 22—z + y? 1—x 22 =2z + 1+ ¢?
(y) = — - = — = 1.
(z—=1)2+y*  (z—1)° +y? (x —1)2 44?2
Dunque ¢(y) = —y da cui segue che i potenziali sono:

(57
arctan —y—+c.
)
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Parte 111
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Analisi Matematica 11
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I compiti con 4 domande sono stati assegnati per Ingegneria Industriale



23 Compito di Analisi Matematica IT del 13/02/12

1. Risolvere il Problema di Cauchy

{y'+%+ty3—0
y(1) =1.

2. Calcolare la misura della parte di piano data da

E={(z,y); " +y*—20>0, 2 +y"—4a <0,y<z, y>0}.

3. Calcolare il massimo ed il minimo assoluti della funzione
f(x,y,z) = 1’2 — Yz

nell'insieme A = {(z,y,2);22 +y* + 22 <4,z>x+y }.

4. Determinare, se esiste, il potenziale del campo

20 2y 2?+y?
z 2z’ 22 ’

5. Risolvere mediante la trasformata di Laplace il P.d.C.

Y'(t)+4Y(t) = F(t)  t>0,
Y(0) =0, Y'(0)=0,

dove

1 per 1 <t<4,
F(t) = opq(t) = {

0 altrove.
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Soluzione del compito del 13/02/12

1. L’equazione ¢ di Bernoulli con o« = 3. Possiamo risolverla con la sostituzione
w =y 3 = y? e dunque w' = —2y~3y. Dividendo l'equazione per y° e
sostituendo otteniamo

1, w / w
2w+t+t 0 ossia t
w(l)=1. w(l) =1

Utilizziamo la formula risolutiva per le equazioni lineari del primo ordine.
Risulta

dt
Alt) = _2/ 7 = —2logt = —logt2 — Al = 2

e quindi
2
w(t) =t <c+ / ?dt> =ct® + 2t*logt.

Imponendo la condizione iniziale otteniamo ¢ = 1 e dunque w = t* + t*log t*.

In definitiva
~1/2 _ 1

y(z) = w(z) W-

2. Utilizziamo le coordinate polari. Dalle prime due disuguaglianze otteniamo:
0® —2pcos >0, 0> —4dpcos¥ <0, = 2cos?¥<p<4cos?.

Dalle altre due disuguaglianze segue 0 < ¥ < 7/4. In definitiva

Figura 12: L’insieme F.
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4 cos?

w/4 4cos¥ w/4 92
me(E) = /1dq:dy:/ dv ng:/ [5] dv
E 0 2cos ¥ 0 2 cos
/4

1 9 +sindcos? ]t 37 3
== 12co8”Vd) =6 | —————| =-—+=.
2/0 cos 6{ 5 } 1 +2

3. L’insieme e chiuso e limitato, la funzione f e continua, quindi esistono il
massimo e il minimo di f.

0

o~

Cerchiamo i punti dove il gradiente si annulla.

20 =0
—2=0 I'unico punto critico ¢ (0,0,0) e f(0,0,0) =0
-y = 07

Consideriamo il vincolo z2+y%+2? = 4 utilizzando il metodo dei moltiplicatori
di Lagrange. La funzione di Lagrange ¢

L(z,y,2,\) = 2% —yz — MN2® +9y* + 2° — 4).

Otteniamo il sistemas

2r — 2 \x =0 z(1—=X)=0
—z—2\y = 2 \y =

z y=20 N 242 \y =0
—y—2Xz=0 y+2\z2=0
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Dunque dalla prima equazione abbiamo x = 0 oppure A = 1. Inoltre ricavando
2 dalla seconda equazione e sostituendo nella terza, abbiamo z — 4\%z = 0,
cio¢ 2(1 — 4A?) = 0 e dunque 2z = 0 oppure A = +1/2. Nel caso z = 0 si ha
anche y = 0 mentre per A = £1/2 si ha y = +2. In definitiva per z = 0 deve
essere y = 2 e dalla quarta equazione otteniamo y = £+v/2. Allora

f(07i\/§7i\/§):_27 f(oa_\/iaﬁ)ZQa (07\/57—\/§)¢A
Per A =1, deve essere y = z = 0 e quindi dalla quarta equazione:
r==22, f(-2,0,0)=4, (2,0,0)¢ A.

Il vincolo z = x + y ¢ in forma cartesiana, pertanto cerchiamo i punti critici
della funzione

g(z,y) =" —ylr+y)=2" —y* —ay.

Otteniamo
20 —y =0 - RN . .
I'unico punto critico ¢ (0,0) a cui corrisponde f(0,0,0) =0
20+x =0,

Infine, per studiare i punti di intersezione tra il piano e la sfera, cerchiamo i
punti critici di g(z,y) sul vincolo 2? + y* + (z + y)? = 2(2? + y?) + 22y = 4,
cio¢ 22 +y? + 2y — 2 = 0. La funzione di Lagrange &

L(z,y, ) =2> —y* —zy — \Na* +y° + 2y — 2).

Otteniamo il sistemas

20 =2 \r —y— Ay =0 20 =Nz —(1+Ny=0
—2y—x—2\y—Ax =0 — I+ Nz+21+ Ny =0
P+ +ay =2, 2?2+t + oy =2

20 =Nz —(1+ Ny =0
== I+ XN(z+2y)=0
>+t +ay =2

Per A = —1 otteniamo z = 0 e dalla terza equazione y = +v/2, per cui
ritroviamo ¢(0, £v/2) = —2. Per z = —2y dalla terza equazione otteniamo

3y% = 2, e quindi
2 2 10
4o, /2 1 /2 = 2
g ( \[3 qE\@) 3
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Confrontando i valori della funzione f nei punti ottenuti concludiamo:

max f = f(=2,0,0)=4,  minf= F(0,£V2,4£V2) = —2,

. 1l campo ¢ definito in R®*\ { z = 0}, che ¢ unione di due aperti convessi A; e

A,. Risulta
O (2m)_ 9 (20 _,
oy\z) ox\z)

Dunque il campo ¢ irrotazionale nei due insiemi convessi A;, A, dove esso e
definito, pertanto e conservativo.
Per trovare il potenziale abbiamo

2 2 2 2
_/x =TT ().
z z

Derivando rispetto a y e uguagliando alla seconda componente del campo

g z? + 12
Jdy

2y 2y
+ c(x,y)) = +cy(z,y) = ~

da cui segue ¢, = 0 e quindi ¢ = ¢(z). Derivando rispetto a z e uguagliando
alla prima componente del campo

2 2

ox z z

da cui segue ¢ = 0 e quindi ¢ & costante e il potenziale é:

$2_|_2

+C1pa, + C2pa, -

. La funzione F(t), utilizzando la funzione di Heaviside, si puo scrivere come
F(t)=H(t—1)— H(t —4). Allora la sua trasformata di Laplace &




Tenendo conto dei dati iniziali, la trasformata di Laplace dell’equazione forni-
sce:

-5 —4s —s —4s
9 e *—e e —e
4 = = = —.
s7y(s) +4y(s) . y(s) Ny
Determiniamo la decomposizione in fratti semplici:
1 _A+BS+C_AS2—|—4A—|—B$2+CS
s(s24+4) s s2+4 s(s?+4) ’
dacui A=1/4, B= —1/4e C = 0. Pertanto dobbiamo antitrasformare la
funzione
e (1 S e 4 (1 S
4 \s s2+4 4 \s s2+4)°
Otteniamo
1 1
Y(t) = 1 (1 —cos(2(t—1)))H(t—1)— 1 (1 —cos(2(t—4)))H(t—4).
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Compito di Analisi Matematica IT1 del 13/02/12

Risolvere il Problema di Cauchy
{ y' 4+ 2y + 2y =etsint
y(0) =0, ¥'(0) =0.
Calcolare la misura della parte di piano data da

E:{(m,y); Pyt —20>0, P+t —42<0,y<z, yZO}.

Calcolare il massimo ed il minimo assoluti della funzione
f(:c,y,z) = x2 — Yz

nell'insieme A = {(z,y,2);22 +y* + 22 <4, 2>z +y }.

Sia f: R — R la funzione 2—periodica definita nell'intervallo [—1,1] da

—1 per —1<2<0
f(z) =
1 per 0<zx<1

Dire se f e sviluppabile in serie di Fourier e determinarne la serie. Utilizzare
il risultato ottenuto per calcolare la somma della serie

s
— 2h + 1
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Soluzione del compito del 13/02/12

1. L’equazione e lineare non omogenea con termine noto di tipo particolare. Stu-
diamo prima '’equazione omogenea. L’equazione caratteristica &: \24+2\+2 =
0, le cui soluzioni sono A = —1 + ¢, allora l'integrale generale dell’equazione
omogenea e:
y(c) = cre"cost + cpe sint.
Poiché il termine noto e *sint ¢ soluzione dell’equazione omogenea, cerchiamo
una soluzione particolare della non omogenea del tipo

y(x) =te " (Acost + Bsint).

Calcoliamo le derivate prima e seconda di g (basta calcolare la derivata prima
e i termini della derivata seconda che non sono moltiplicati per t). Sostituendo
nell’equazione (basta inserire i termini che non sono moltiplicati per ¢ perché
gli altri si semplificano) troviamo:

1
B= A==,
0, :

Quindi l'integrale generale dell’equazione non omogenea é:
—t —t L
y(x) =cre "cost+cpe s1nt—§te cost.
Imponendo le condizioni iniziali troviamo ¢; = 0 e:
/ —t —t L Lo Lo
y'(r) = —coe 'sint + cpe ' cost — 58 cost + Ete cost + §te sint,

da cui ¢; = 1/2, e dunque la soluzione &

1
y(t) = 5 e’ (Sint — tcost) :

2. Vedi compito precedente.
3. Vedi compito precedente.

4. La funzione f e continua a tratti, regolare a tratti e dispari. Dunque ¢ svi-
luppabile in serie di Fourier di soli seni. Poiché 7" = 2 abbiamo w = ,
pertanto

by = /_ 11 f(2) sin(kra) dr = 2 /0 sin(kma) do
:2[_MT 2(_M+ ! ) G

T - km kr km

0
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I coefficienti by valgono 0 per k pari, mentre per k dispari valgono by = 4/(km).
Allora posto k = 2h + 1 risulta

= in((2h + 1 .
§W2h sin((2h + 1)7zx)

Figura 13: Una somma parziale della serie di Fourier.

Per calcolare la somma della serie numerica proposta, consideriamo il punto
x = 1/2. Allora

400
:%hz::

4 oo (
(h 2) :—g
sin(hm + w/2) -

e in definitiva

— ()"
Z2h+1 Ty

h=

o
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Compito di Analisi Matematica IT del 27/02/12

C.d.L. in Ingegneria dell’Informazione (D.M. 270)

Risolvere il Problema di Cauchy
{ 2yy" = (') + v*
y(0)=1, y'(0) =1.

Calcolare 'integrale triplo

/// 22 dedydz
E

E={(z,y,2) eR* 2 +y*+2° <4, 2 +y* <1}.

dove

Calcolare il massimo ed il minimo assoluti della funzione
f(w,y,2) =2
nell’insieme

A:{(x,y,z)€R3; 2?4yt <2241, —2§x+y—22§3}.

. Calcolare 'integrale superficiale

/zda,
)

dove X ¢ il grafico della funzione z = 22 + y? definita sul dominio

D={(r,y) €R*; 2> +y*<1}.

Utilizzando i metodi dell’analisi complessa, calcolare 'integrale improprio

/+°° xsin(rx)

2 —4x+5°

o0

101



Soluzione del compito del 27/02/12

1. L’equazione differenziale ¢ autonoma dunque usiamo la sostituzione z(y(x)) =
y'(z) da cui 2/'(y)y' = 2'(y)z(y) = y” e allora dobbiamo risolvere il P.d.C.

2z = 2% + ¢
z(1) =1,

dove y e la variabile indipendente. Dividendo per yz otteniamo

z
20/ =24 ¥
y oz
Questa equazione e di Bernoulli con @ = —1: Utilizziamo la sostituzione

w = 22, da cui w’ = 2z 2. Allora, moltiplicando per z, dobbiamo risolvere
/ w / w
w=—+y w ===y
Y — Y
w(l) = 1. w(l) = 1.

Utilizziamo la formula risolutiva per le equazioni lineari del primo ordine.
Risulta

d
A(t)——/?y——log\y!——logy — W=y,

1
w(y) =y (c+/§ydy) =cy + 9>,

Imponendo la condizione iniziale otteniamo ¢ = 0 e quindi w(y) = y*. Dunque

e allora

B e y =y
Wy)=wy)P=y = {y(0)=1,

e la soluzione & y(x) = €”.

2. Possiamo integrare in coordinate cilindriche (p,7, z), nelle quali, imponendo
0* + 22 <4 e o® <1, abbiamo

0<o<1, 0<v<2m, —/4 — 0?2 <2< \/4— 02
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Allora l'integrale vale

27 1 A /4792
/// 2 dedydz = / 0032196119/ 0° dg/ dz
E 0 0 A /4_92

L 1
:7r/ 2[2} g3dQ:27r/ V4 — 020° do
0 0 0
usiamo la sostituzione p = 2sint = dp = 2costdt

/6 /6
= 647r/ V1 —sin’tsin®tcostdt = 647r/
0

sin®t cos® t dt
0

/6 3t 5t /6
= 647 / sint(cos*t — cos*t) dt = 64w [_ cos cos }
2 12 22
= 64 —£+9_\/§+_ - 128 V3 ‘
8 160 15 5 5

3. Il dominio F ¢ chiuso, verifichiamo che ¢ anche limitato.

Per questo ricordiamo che vale [2xy| < z%+y? e che non si pud immediatamente
elevare al quadrato ambo i membri di una disequazione in cui compaiono
variabili. Per questo distinguiamo due casi. Considerando z > 0 otteniamo

22
$2+y2§22+1’ 2Z§$+y+2 _— x2+y2<m+1’ (1)

- 4
mentre per z < 0, e quindi —z > 0, otteniamo

(3—z—y)

L@

P4yt <241, —22<3—zx—y = a*+y°<
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Allora dalla disequazione (1) segue

2 2?2 4+ y? + 2oy + 4o + 4y + 4

w2 4 < 1 +1 = 2*+ P <2 +2y+4

—  (z—1)+ (-1 <6,

dunque x, y e di conseguenza z sono limitate. Analogamente dalla disequazione
(2) segue

2 24 22y —62—6 9 13

P2yt < Ty :vy4 i S RN x2+y2§—3(:c+y)+§
9 5 11
— esara s

dunque z,y e di conseguenza z sono limitate. Concludendo l'insieme e com-
patto, la funzione f e continua, quindi esistono il massimo e il minimo di f.
I gradiente della funzione f & costante, Vf(x,y,z) = (0,0, 1), pertanto essa
non ha punti stazionari. Geometricamente e evidente che non ci possono essere
punti stazionari vincolati sull’iperboloide e sui due piani, ma facciamo la ve-
rifica. Usando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange, definiamo la funzione
L(x,y,2,\) = z — Ma? + y* — 2% — 1) e troviamo i punti stazionari risolvendo
il sistema:

-2 =0
—2\y =0
14+2X22=0

4yt =241
Questo sistema non ha soluzioni.

. . . T+ . .
Studiamo la funzione sul piano z = Ty + 1, considerando la funzione

Tr+y

(2 +y* + 22y + 4o + 4y + 8) .

1 =

2
g(z,y) = +1, su x2+y2 < (xTHJ + 1) 41 =

Il gradiente di g vale Vg = (1/2,1/2) quindi non ci sono punti stazionari sul

piano. Consideriamo allora la funzione

+ 3z%  3y?
L(x,y,m-¥+1_A(%+%_%_x_y_z).
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Risolviamo il sistema:

Sottraendo la seconda equazione dalla prima otteniamo

A(2x —2y) =0,

Non puo essere A = 0, quindi y = = e dall’'ultima equazione
2 =2 -2=0 = m,=1+xV3 — g¢g(1£v3,1+V3)=2+3

rT+y—3

Studiamo infine la funzione sul piano z = 5

, considerando la funzione

r+y—3

g(w,y) = 5

-3\’ 1
,su a2 hy? < (%) +1= 7 (a® + 4+ 20y — 67 — 6y +13)..
Il gradiente di g vale Vg = (1/2,1/2) quindi non ci sono punti stazionari sul
piano. Consideriamo allora la funzione

rH+y—3 A

L(z,y,\) = 5 1

(3x2 + 3y* — 2xy + 62 + 6y — 13).

Risolviamo il sistema:

(1 A

-_Z —9 =

5 4(6:(: y+6) =0,

I A

Z_Z(-9 —

5 4( r+6y+6)=0

32% — 2zy + 62 + 3y* + 6y = 13.

\
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Sottraendo la seconda equazione dalla prima otteniamo

A (8z —8y) =0,
1

A
(=2 +6y+6)=0
5 4( x + 6y + 6)

3% — 2xy + 62 + 3y + 6y = 13

Non puo essere A = 0, quindi y = = e dall’'ultima equazione

—6 4+ /88
4

g(—?;i\/ﬁ’—?)i\/ﬁ) _ _lesvm)

4 + 120 — 13 =0 = 15 =

2 2 T2

In conclusione

1
mEaxf=2+\/§, mEinf:—§(6+\/ﬁ).

. La superficie e cartesiana pertanto, inserendo l’elemento d’area e usando le
coordinate polari, otteniamo

2 1 1
/zda:/ d19/ QQ\/1+4Q2QdQ:2ﬂ'/ 0> /1 +40%0do
) 0 0

0

2 -1
usiamo la sostituzione 1—1—4@22252 = 8pdp = 2t dt, 92: 1
_Z/\/g(t‘l_t?)dt—z ﬁ_ﬁ v
A 85 3],
25v5  5vbh 2 10v/5 2
_r _\/___\/_+_ _r _\/_+_ :1(25\/34_1),
8 5 3 15 8 3 15 60

. Per calcolare 'integrale proposto, consideriamo la funzione
z el

che ha due poli semplici in z = 2 £ 1, e consideriamo il circuito ¢, formato dal
segmento [—7, 7] e dalla semicirconferenza re!? con 0 < 9 < 7. All'interno del
circuito c¢’e solo il punto z = 2 + 1 dove

2 eiﬂz - (2 + Z) e*ﬂ'+2ﬂ"i
P 2i '

9(z) =

Res(g(2), 2 =2+1i) = {
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Per il Teorema dei residui e per la periodicita dell’esponenziale complesso
otteniamo (r > v/5)

zeins (24d)e I
/Tg(2>dZ:/WdeZ:27TZTI7Te (2+Z)

Per il Lemma di Jordan, I'integrale sulla semicirconferenza tende a zero, quindi
uguagliando le parti immaginarie otteniamo

/+°° x sin(mx) .

=re
o T2—4x+5 "
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26

Compito di Analisi Matematica IT del 27/02/12

Risolvere il Problema di Cauchy

{ 20y" = (') + v
y(0) =1, y'(0) = 1.

Calcolare 'integrale triplo

/// 22 dedydz |
E

E:{(:p,y,z)GRg; P4yt +22 <4, 2 +yP <1 }

dove

Calcolare il massimo ed il minimo assoluti della funzione

f(z,y,2) =2
nell’insieme

A={(z,y,2) eR? 2?+y* <2*+1, 2<a+y—2:<3}.
Studiare la convergenza puntuale e totale della serie di funzioni

> ()

h=0

e calcolarne la somma.
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Soluzione del compito del 27/02/12

. Vedi compito precedente.
. Vedi compito precedente.

. Vedi compito precedente.

o
: : : - 6+ 2>
In questo modo otteniamo la serie geometrica, che ha raggio di convergenza
o =1 e per cui

. La serie si riconduce ad una serie di potenze con la sostituzione y =

- 1
thZT lyl <1,
h=0 Yy

con convergenza assoluta in (—1,1) e totale in (—r,7) con 0 < r < 1. Ritor-
niamo nella variabile x, e risolviamo il sistema

5z —2? + 52— 6
6J5rx2<1 6 + x2 <0
— 2
T > 1 x°+ 5+ 6 0
6 + 22 6 + 22 =Y

Poiché i denominatori sono positivi, otteniamo
x € (—00,2) U (3,400) e x € (—00,—3) U (—2,+00),

percio la serie converge assolutamente in (—oo, —3) U (—2,2) U (3, +00) e con-
verge totalmente in (—oo, —b) U (—a,a) U (b,+00) con 0 < a < 2eb> 3. La
22 +6

somma della serie vale ———————.
I
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27

Compito di Analisi Matematica IT del 27/04/12

C.d.L. in Ingegneria dell’Informazione (D.M. 270)

. Risolvere il Problema di Cauchy

{ '+ ()" =1
y(0)=1, y(0)=1.

Calcolare 'integrale triplo

/// zdxdydz ,
E

E:{(a:,y,z)e]Rg; 4o +4y* 4+ 22 < 4, zZO}.

dove

Calcolare il massimo ed il minimo assoluti della funzione
flz,y,2) =2 +2y+ 2
nell’insieme

A:{(x,y,z)€R3; P4yt +22 <4, 2<1 }

Calcolare I'integrale superficiale

/zda,
2

dove X ¢ la semisfera 2% +y% + 22 =1 con z > 0.

Calcolare I'antitrasformata di Laplace della seguente funzione

352 +3s+2

I = G 25 4 5)°
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Soluzione del compito del 27/04/12

1. L’equazione differenziale & autonoma dunque usiamo la sostituzione z(y(x)) =
y'(z) da cul 2'(y)y' = 2'(y)2(y) = y” e allora dobbiamo risolvere il P.d.C.

yze =1— 22

2(1) =1,
dove y e la variabile indipendente. Non e necessario separare le variabili in
quanto ’espressione a destra nell'uguaglianza vale zero nel punto iniziale. Que-

sto significa che z(y) = 1 & la soluzione stazionaria del P.d.C.
Ritornando nell’incognita y(z) abbiamo il problema

{z/(t):)lzl = y@)=rtey0)=1 = y@)=z+l

Naturalmente si puo procedere anche diversamente. Dividendo per yz (che &
diverso da zero) otteniamo

1 z
Z=— =
yz y
Questa equazione e di Bernoulli con o« = —1 e si puo proseguire risolvendola

con la sostituzione w = 22. Il primo metodo & molto pit rapido.

2. Il dominio di integrazione e la meta superiore di un ellissoide di rotazione
intorno all’asse z. Possiamo integrare in coordinate cilindriche (p,, z), nelle
quali, imponendo 4p? + 2% < 4 e z > 0, abbiamo

0<z2<V4—40*=21- 02 0 <9 < 2m, 0<p<1.

Allora l'integrale vale

2

24/1—p
///zdxdyd = dﬁ/ gdg/ zdz
0

2¢/1 1 41
0 0

2 2,

3. Il dominio A e chiuso e limitato, la funzione f € continua, quindi esistono il
massimo e il minimo di f.
Il gradiente della funzione f & costante, V f(z,y,z) = (1,2, 1), pertanto essa
non ha punti stazionari liberi. Consideriamo il vincolo 22 +y%+2? = 4. Usando
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il metodo dei moltiplicatori di Lagrange, definiamo la funzione L(x,y, z, \) =
T+ 2y +2— Aa® +y? + 2% — 4) e troviamo i punti stazionari risolvendo il
sistema:

1—-2X =0
2-2\y=0
1—-2\2=0

22+ + 22 =4.
Evidentemente, dalle prime tre equazioni otteniamo y = 2x = 2z. Sostituendo
nella quarta equazione otteniamo

2 2 2
622 =4 = x:i\/j, y:ﬂ:Q\/j, z:i\/:
3 3 3

I punti trovati appartengono all'insieme ed in essi la funzione f vale 2v/6
oppure —2v/6. Studiamo la funzione sul piano z = 1, considerando la funzione

g(z,y) =z +2y+1, su 2°+y*> < 3.

Il gradiente di g vale Vg = (1,2) quindi non ci sono punti stazionari sul piano.
Consideriamo infine la funzione lagrangiana:

Lz, y,\)=z+2y+1—-X(2*+y*—3).

Risolviamo il sistema:

1 =2 x =0, _y
2— 2y =0 — YT
9 9 ort =3
r*+y =3

In definitiva

x:i\/g, y:iQ\/g.
3 5

In questi punti la funzione g vale +v/15 + 1 In conclusione
m&xsz\/g, mjnf:—Q\/g.

4. La superficie & cartesiana in quanto z = y/1 — 22 — y2. L’elemento d’area ¢

d TR ! dad
7 I—2—y 1—2—gp Y 1— 22— y2 Y
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pertanto, inserendo ’elemento d’area e usando le coordinate polari, otteniamo

2m 1 1 Qz 1
zdaz/ dﬁ/ V31— 0*———pdo=27 [—] =T.
/E 0 0 V1= p? 2,

5. Dal metodo dei fratti semplici otteniamo

3s+3s+2 1 25+ 3
f(S): 2 = + 2
(s—1)(s?+2s+5) s—1 s2+2s+5
1 N 2s+3 1 2(s+1)+1
Cos—1 (s+1)244 s—1 (s+1)2+4
1 2(s+1) 1 2

5—1+(5+1)2+4+2(s+1)2+4’

dunque 'antitrasformata di Laplace di f ¢

1
F(t)=¢ +e! <2 cos 2t + 3 sin2t> .

Un esercizio di Matematica Applicata

Utilizzando i metodi dell’analisi complessa, calcolare 'integrale

+00 in(2
/ sin(2x) .

o T2—=2x45

Soluzione. 1l denominatore non si annulla in R; le sue radici sono z = 1+ 21¢. Per
calcolare 'integrale richiesto consideriamo l'integrale

e2zz
———d dove v =
[y 2 _ 9,15 ve 7 = 71,r © V2R,

e 1.r(t) = Re per t € [0,7], 1o.r(t) =t per t € [-R, R]. Dal Teorema dei residui
segue

e2iz . .
/ymdz = 27TZR,€S(f,1 + 2Z) .

Poiché

R 1+2i) =
sl 1+%) {22_2}2«:14&1‘ i
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concludiamo, passando al limite per R — —+o00, usando il Lemma di Jordan e
considerando solo la parte immaginaria:

/+°° sin(2x) J _ msin?2

22 — 21 +5 T 2et

[e.9]
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28 Compito di Analisi Matematica IT del 27/04 /12

C.d.L. in Ingegneria Industriale e corsi del D.M.509

1. Risolvere il Problema di Cauchy
{ vy +(y)? =1
y(0)=1, y'(0) = L.

2. Calcolare l'integrale triplo

/// zdxdydz ,
E

E:{(m,y,z)eRS; 4o + 42 + 22 < 4, ZZO}.

dove

3. Calcolare il massimo ed il minimo assoluti della funzione
flz,y,2) =2 +2y +2
nell’insieme

A:{(x,y,z)€R3; P4yt +22<4, 2<1 }

4. Determinare la serie di Fourier della funzione 1-periodica definita per z € [0, 1]
da

f(l’) =1- ZE2 )
precisandone le proprieta di convergenza. Utilizzare il risultato ottenuto per
calcolare la somma della serie .
1
pBr~e
h=1
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Soluzione del compito del 27/04/12
. Vedi compito precedente.
. Vedi compito precedente.
. Vedi compito precedente.

. La funzione e 1-periodica, dunque w = 27. La funzione non e né pari né dispari.
e regolare a tratti e discontinua nei punti x € Z. Calcoliamo i coefficienti di

Fourier: ) .
3
4
a0:2/0(1—:c2)da::2 [m—%L:g,

1
ap =2 / (1 — 2?) cos(2km x) dz
0

(2 1 1 (2
:2[(1_x2)s1n( k”/T.CE):| +2/ 2Ism( km x) I
0

2k 0 2km
cos(2km z)]" ! cos(2km 1)
— g | Ty [ BT
[ YR ] * /0 ITEECEE
_ cos(2km) n sin(2kr z)]" 1
B k272 2k37m3 k22

1
by =2 / (1 — 2?)sin(2kn 2) dz
0

=2 {—(1—x2)w}1—2/012mwdx

2km 0 2km
1 sin(2kr )" ! sin(2k )
SN P s BRIV e SR
km {x 4k2m? } 0 N /0 a2z
1 [cos(2kra) ! 1
ok 2k373 Ckm’

Dunque la serie di Fourier e

™

f(z) = g + Z <— k217r2 cos(2km x) + k;i sin(2km :c)>
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ed essa converge puntualmente in R e uniformemente negli intervalli chiusi che
non contengono numeri interi. Per z = 0 otteniamo

2

=1 =1
_Zk2W2 — Zﬁ:%
k=1 k=1

Wl o

F1(0) = 5 =

Una somma parziale della serie di Fourier di f.
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29 Compito di Analisi Matematica II del 25/06/12

C.d.L. in Ingegneria dell’Informazione (D.M. 270)

1. Risolvere il Problema di Cauchy

Precisare l'intervallo di definizione della soluzione massimale.

2. Calcolare il massimo ed il minimo assoluti della funzione

flzy) =y
nell'insieme C' = {(z,y) € R?; (22 +¢y*)? = 2% —¢* }.

3. Calcolare 'integrale doppio

// V1—2%—y?dxdy,
E

dove E ={(z,y) eR* (*+¢*)*<2*—9y*, >0 }.

/CBQdO',
b

dove ¥ ¢ il grafico della funzione z = = + y definita sul dominio

4. Calcolare I'integrale superficiale

D={(r,y) eR*; * +y* - 20 <0} .

5. Calcolare la trasformata di Fourier della seguente funzione f, precisando prima

~

le proprieta di f e di f,

1—22 per —1<z2<1,
x =
/() {O altrove.
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Soluzione del compito del 25/06/12

1. Nell’equazione differenziale mancano la variabile indipendente x e la funzione
incognita y dunque possiamo usare la sostituzione z(z) = ¢/(z) da cui 2/(x) =
y"(z) conservando x come variabile indipendente, oppure possiamo usare la
sostituzione z(y(x)) = ¢/'(z) da cui 2'(y)y = 2 (y)z(y) = 3" con y come
variabile indipendente. Scegliendo la seconda sostituzione dobbiamo risolvere

il P.d.C.
22" = 2(1 + 2?) = (1+2%)
{2(0) 1, - { (0) =1,

Separando le variabili e integrando otteniamo

arctan z C z an C).
T y y y

Imponendo la condizione iniziale otteniamo ¢ = 7 /4.
Ritornando nell'incognita y(z) abbiamo il problema

{y%x>=:tanumx>+—w/4>
y(0) = 0.

Separando le variabili e integrando otteniamo

dy cos(y + m/4)
d — dy = k
t/wmm>+wm> /iﬂ /me+wﬂ ym

e dunque

log(sin(y +7/4)) =z +k = sin(y+n/4) =e"F =e"".

Imponendo la condizione iniziale otteniamo e* = +/2/2. In definitiva la

soluzione e
() =anesin () -5
z) =arcsin [ — | — —.

Il dominio della soluzione massimale ¢

1< 1 = ze(—oolog(v3)).

V2
N.B.: Per I'analogo P.d.C.



procedendo nella stessa maniera si ottiene

2= (1-2%)
2(0) =1,

che ha la soluzione stazionaria z(y) = 1, quindi ¢/(z) = 1, da cui y(z) =z + ¢
e per la condizione iniziale otteniamo la soluzione y(x) = x, definita su tutto
R.

. Il dominio C' e definito da un’equazione, quindi e chiuso e non ha parte interna.
Verifichiamo che e limitato. Risulta

(P +y*)P =y <2? = 2*<1 = <L

Dunque il dominio ¢ compatto, la funzione f e continua, quindi esistono il
massimo e il minimo di f.

Usando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange, definiamo la funzione L(z,y, ) =
y— A(2? + y*)* — 2* + 9?) e troviamo i punti stazionari risolvendo il sistema:

~A2(z* + 9?27 —22) =0
1—A2(z* +y*)2y +2y) =0
(22 + %)% = 2% — 2.
Dalla prima equazione, fattorizzando, otteniamo 2z (2(z?+y*) —1) = 0. Non

puo essere A = 0 per via della seconda equazione. Per x = 0, dalla terza
equazione segue y = (. Resta solo il caso

1 1
2 2
=—- = 1—-4\y=0 = = —.
oty 5 Y Y AN
Dalla prima uguaglianza otteniamo
11
2 16X2°

Sostituendo nella terza equazione otteniamo

1 1 1 1 1 1 1 1

= —_— = —_ =
4 2 16)A%2 16)\2 2 8\2 82 4

In definitiva



Confrontando le ordinate dei punti trovati concludiamo che

1 1
max f = i

—, min f = .
C 22 C 22

. Utilizziamo le coordinate polari. La disequazione x = pcost > 0 fornisce
—m/2 <9 < /2. Laltra disequazione fornisce

o' < 0*cos® ¥ — p?sin? 0 = p*cos2¥ =  ©® < cos2¥, cos29 > 0.
L’ultima disequazione comporta —7/4 < 1 < w/4. Allora U'integrale vale

Vcos 209

//Vl—xz—y dxdy—//dﬁ/ V1= 0%0dp
/4

/4 (1- 92)3/2 Veos 29 m/4
:2/ [—T] dﬁ:—/ (1 —(1—cos20)*?)dv =
0 0

0 3

w/4 m/4
:%—g/ (251n219)3/2d19:%—%§ sin® ¥ d)
0 0
NG, ©/4 4 3 w/4
:%—%_ (sin®) — sin ) cos® ﬁ)dﬁ—%—i [—COSQ9+COS 19}
0
1
:Z i __+ +1 -
6 3 3

10 8
A _ :E+__;£
6 3 12 9 6 9 9

. La superficie e cartesiana in quanto z = x + y. L’elemento d’area ¢ do =
V/3dzdy. Usando le coordinate polari, otteniamo che il dominio & dato da
0> —20cost <0 e dunque 0 < p < 2cost e —m/2 <9 < /2, pertanto

w/2 2 cos ¥
/xQdaz\/g dﬁ/ 0° cos? Y pdp
b)) 77r/2
2 cos ¥

4 /2
—2\/_/ coS 19[4] dv :8\/5/ cos® 9dv .
0 0
Calcoliamo una primitiva di cos® 9.
/ cos® IdY = / (1 — sin?¥) cos* ¥dv) = / cos* 0dv) — / sin? 9 cos* ¥dd)

9 69
:/(1—sin219)cos219d19+sim9coz —/COZ dv .
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Portando 'integrale di cos® al primo membro otteniamo

cos® ¥

g /0086 vd = /COS2 vdy — /Sin2 9 cos® Idi + sin ¥

¥ +sindcosy 1 99
= w ~ 1 /sin2 20 dv + sin 92>
Y +sindcosty 20 +sin20cos29 . _cos®V
= — + sin v .
2 16
Concludendo
/QZQdO' _ 8\/_§ U +sindcosd 20 + sin 20 cos 20 +sin19608519 /2
5 6 2 16 5 |,
20 T w53
-SVv3(F-m) =0
3 4 16 4
N.B.: Questo calcolo si puo semplificare notevolmente usando la formula di
R
Eulero cosv = % e lo sviluppo del binomio di Newton. Infatti

/2 \/§ /2 ' ' ' ' A '
8V3 / cos® dv) = < / (66“9 +6e* 115 420 4+ 15e7 2V 16 4 4 e—6ﬂ9> a9
0 0

w/2
- ? / (2cos 69 + 12 cos 49 + 30 cos 29 + 20) di) = \glow - %gm
0

. La funzione f e reale e pari, percio f ¢ reale e pari. Poiché f & a supporto
compatto, z¥f € L*(R) per ogni k, percio f € C®(R). Calcoliamo f usando
la definizione. Per £ # 0 otteniamo

—ize 1 —iz
f<s>:/1<1—x2>e-“§da:={(1—.#)6 5] —/1—2:1:6 ‘i
_ —1 —

1 —i§ 1 —i§
emg}l 1 g—ixt 3 e—ixt 1
= |2x —|—/ 2 dr = =2 + [2 : ]
[ _§2 —1 -1 52 52 _153 —1
_ cos§ 5 e_zf‘—eiE _ cos & +4sin£ _ 4sin£ —&cosé ‘
&? i&? & & &

Per ¢ = 0 otteniamo



Un esercizio di Matematica Applicata
Risolvere mediante la trasformata di Laplace il seguente Problema di Cauchy

Y'(t) +2Y'(t) +5Y(t) = H(t — 1) >0,
Y(0)=0, Y'(0)=1.

—S

e
Soluzione. La trasformata di Laplace di H(t —1) ¢ . Trasformiamo ’equazione,

tenendo conto dei dati iniziali. Otteniamo

e s s+e?

Antitrasformiamo il secondo membro:

1 1 1
-1 — —1 — —t .: 2 )
£ ((52+2s+5)) £ ((s+1)2+4) 2 ¢ sm2t

Usando i fratti semplici troviamo

1 A Bs+C _1(1 5+ 2 >
o ,

3(32+2s—|—5):§+82—|—23~|—5 s 242545

Allora

= e L - 1
s(s24+2s+5)) 5 5 (s+1)2+4 (s+1)2+4
1 1
== (1 —e (Deos2(t — 1) — 3 e~ "Vgin2(t — 1)) H(t—1).

In definitiva otteniamo

1 1 1
Y(t) =3 e 'sin 2t + : (1 —e ("Deos2(t — 1) — 3 e~ Vgin 2(t — 1)) H(t—1).
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30

Compito di Analisi Matematica IT del 25/06 /12

C.d.L. in Ingegneria Industriale e corsi del D.M.509

Risolvere il Problema di Cauchy

Precisare I'intervallo di definizione della soluzione massimale.

Calcolare il massimo ed il minimo assoluti della funzione
flay) =y

nell'insieme C = {(z,y) € R?; (22 +y?)? = 2% —y* }.

Calcolare 'integrale doppio

// V1—2%—y?dxdy,
E

dove E ={(z,y) eR* (*+¢*)*<2*—9y*, >0 }.

Determinare la serie di Fourier della funzione 1-periodica definita per z € [0, 1]
da

fla)=1-u,

precisandone le proprieta di convergenza. Utilizzare I'uguaglianza di Parseval
per calcolare la somma della serie

=1
>
k=1
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Soluzione del compito del 25/06/12

1. Vedi compito precedente.
2. Vedi compito precedente.
3. Vedi compito precedente.

4. La funzione e 1-periodica, dunque w = 27. La funzione non e né pari né dispari,
ma, sottraendo 1/2; diventa dispari. Comunque calcoleremo tutti i coefficienti
di Fourier. La funzione e regolare a tratti e discontinua nei punti =z € Z.
Dunque la sua serie di Fourier converge puntualmente in R e uniformemente
negli intervalli chiusi che non contengono numeri interi.
Calcoliamo i coefficienti di Fourier:

1 2218
a0—2/(1—x)dx—2{x——} =1,
0 2 ]y

1
ar =2 / (1 — x)cos(2km x) dx
0

in(2k ! Usin(2k
:Q{Q_@%} +2/0 %dmzo,
0

1
by =2 / (1 — z)sin(2km x) dz
0

_, {_ (1 x)cos(lerx)I) L /01 cos(2kmx)

2k 2km
1 5 sin(2km )] 1
 km 4k2 72 Ckn
Dunque la serie di Fourier &
_1 = 1

Per utilizzare I'uguaglianza di Parseval calcoliamo l'integrale
3

! #3102
2/0(1—$)2d$:2{:x—$2+§}0:§.
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Allora

2 1 X 1 .1 72
- = — — _— = —
3 2+;k27r2 ;1@ 6

Una somma parziale della serie di Fourier di f.
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31 Compito di Analisi Matematica IT del 23/07/12

C.d.L. in Ingegneria dell’Informazione (D.M. 270)

1. Risolvere il Problema di Cauchy

{ y//_5y/+4y:ea:
y(0) =0, 3'(0)=0.

2. Determinare, se esistono, i punti di massima e di minima distanza dall’origine
appartenenti all’insieme

C={(z,y) eR} 2 +y*—ay—4=0}.

3. Calcolare 'integrale triplo

/// zdxdydz ,
E

dove E = {(z,y,2) €R? 2?2+ ¢y* <4, 22 +22<4, 2>0}.

4. Determinare, se esiste, il potenziale del campo vettoriale

—z2 4 9 2xy

(@ +92)? " (@ +y?)? )
Calcolare I'integrale curvilineo del campo lungo il segmento che unisce il punto
(—1,1) con (1,1).

5. Calcolare I'antitrasformata di Laplace della seguente funzione

s>+ 2s+3

16 = i@ 125+ )

Come compito per il C.d.L. in Ingegneria Industriale e i corsi del D.M.509 sono stati
assegnati i primi 4 esercizi.
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Soluzione del compito del 23/07/12

1. L’equazione differenziale & lineare a coefficienti costanti non omogenea. Tro-
viamo l'integrale generale dell’equazione omogenea associata risolvendo I'equa-
zione caratteristica

AN —BA+4=0.

Otteniamo A = 1 oppure A = 4, percio l'integrale generale dell’equazione
omogenea associata e
y(x) = c1 e 4cy '
Poiché il termine noto e soluzione dell’equazione omogenea associata, cerchia-
mo una soluzione particolare dell’equazione non omogenea del tipo y(x) =
1
Ax e*. Sostituendo nell’equazione troviamo A = — 3 percio 'integrale gene-

rale dell’equazione non omogenea e

4z

x 1 x
y(x)zcle “+co € —g.’lfe.

Imponendo le condizioni iniziali otteniamo

Cl‘i"CQ:O
014—462—%:0.

Dunque la soluzione e

2. Il dominio C' e definito da un’equazione, quindi & chiuso e non ha parte interna.
Verifichiamo che ¢ limitato. Risulta

1
4=a? 4y —ay>a?+y° — §(x2+y2) — 2?4y <8

Dunque il dominio & compatto. Per semplicita consideriamo il quadrato della
distanza dall’origine, ossia la funzione f(x,y) = x® + y*. Essa & continua,
quindi esistono il massimo e il minimo di f su C.

Usando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange, definiamo la funzione L(z,y, ) =
22 +y* — X(2% +1y? — 2y —4) e troviamo i punti stazionari risolvendo il sistema:

20 —AN2x —y) =0
20 — A2y —2) =0
24+ —ay=4.
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Sommando la prima e la seconda equazione, otteniamo

20z +y) = A2z +y) = (y+x)) =0 (z+y)(2-A) =0

2y — A2y —2) =0 == 20— A2y —z) =0

24+ —ay=4. 2+t —ay=4.
Dalla prima equazione abbiamo y = —x oppure A = 2. Per y = —x, dalla

terza equazione segue 372 = 4 e dunque

f <j: 2 - 2 ) 8
VERRRVEY )
Nel caso A = 2, dalla seconda equazione otteniamo y = x. Allora dalla terza
equazione segue 22 = 4 e dunque

f(£2,+2) =38.

Confrontando i valori trovati, ed estraendo la radice quadrata per avere la
distanza, concludiamo che

2V/2
mgx\/?:Z\/ﬁ, mm f=—7 el

. Possiamo integrare in coordinate cilindriche (g, z), nelle quali abbiamo
0<0<20<9<21re0<2z< /44— p?cos?d. Allora 'integrale vale

2T 2 \/4—02 cos? 9
///zdxdydz:/ dﬁ/ ng/ zdz
E
2w 4 4 C052’l9 2w
/ dﬁ/ { } ng—/ dﬁ/ —92005219)ng

_/ {g—%cos 19} dd = / (4 2 cos? ﬁ)dﬁ—Sw—27r:67r.
0 0

0

. 1l campo (indichiamolo con F') ¢ definito in R?\ {(0,0)}. Risulta

9] < —2?+y*\  2y(a?+92)? —dy(a® +y?)(—2® +y?)  bya® —2y°
: _

3_y 2 + y2)2 (22 + y2)4 - (:v2 + y2)3 )
0 22y o 2y(a? +y?)? = 8afy(a? + %) —2y° 4 62y
or (xz +y2)2 - (.71:2 +y2)4 - (x2 4 y2)3
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Dunque il campo ¢ irrotazionale ma ¢ definito su un insieme che non e semplice-
mente connesso. Se consideriamo la curva y(t) = (cost,sint) per ¢t € [0, 27]
otteniamo

2m
/F ~dl = / ((— cos®t + sin*t)(—sint) — 2sint cos®t) dt = 0.
¥ 0

Verifichiamo allora se esiste un potenziale definito su tutto il dominio.
Per trovare il potenziale integriamo la seconda componente rispetto a y:

—2xy B T ol
[ e

Derivando rispetto a x e uguagliando alla prima componente del campo
0 T 2?4 y?—222 —a? + 92
— | ——+c(r) ) =————+ ()= ——=
Oz ((:::2 ) ) (22 +y2) @)= @rpp
ricaviamo che ¢(z) = 0, dunque ¢(z) = ¢ e i potenziali sono:

T

— + .
(2 +y?)

Dal teorema sull’integrale curvilineo in un campo conservativo, otteniamo

[ra=tilo
., 2 ' 2

dove 7 ¢ il segmento che unisce il punto (—1,1) con (1,1).
. Determiniamo la decomposizione in fratti semplici della funzione f, ottenendo:

£(s) = A N Bs+C  (A+B)s?+ (2A+B+C)s+5A+C
s+l s2425+5 (s+1)(s2+2s+5)

da cui A= B =C =1/2. Dunque

£(s) 1 1 n s+1
s) ==
2\s+1 (s+1)2+4)"°
ed allora, utilizzando la regola sulla trasformata della funzione di Heaviside e
del coseno, e la regola sulla trasformata della modulazione, si ottiene

1 1
F(t) — 5 (e_t +etcos 2t) = 3 et (1 + cos? t — sin? t) =etcos?t.
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32

Compito di Analisi Matematica II del 4/09/12

C.d.L. in Ingegneria dell’Informazione (D.M. 270)

Risolvere il Problema di Cauchy

{ Y +(Y)+1=0
y(0) =0, y'(0) = 1.

Calcolare il seguente integrale triplo

/// 22 dedydz
E

E={(z,y,2); 2 +y"+1<2<9, 2>0} .

dove E ¢ l'insieme

Calcolare il massimo ed il minimo assoluti della funzione

flz,y) ==

nell'insieme K = {(z,y); 222 — 22y +y*> — 20 =0}.

/zda,
2

{(z,y,2) ER®; 2 =2 +¢*, 2°+y* <1, 0<y<z}.

Calcolare 'integrale superficiale

dove X e la superficie

Calcolare la trasformata di Fourier della seguente funzione f, precisando prima

le proprieta di f e di f,
COS T

:x2+4x—|—5'

()
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Soluzione del compito del 4/09/12

1. Nell’equazione differenziale manca la funzione incognita y dunque possiamo
usare la sostituzione z(x) = y/(x) da cui 2'(x) = y”"(x), conservando x co-
me variabile indipendente. Scegliendo tale sostituzione, dobbiamo risolvere il

P.d.C.
2= —(1+ 2%
z(0) =1,

Separando le variabili e integrando otteniamo

dz
=—[dr = arctanz=-cr+c¢ = z=tan(—z+c).
14 22

Imponendo la condizione iniziale otteniamo ¢ = /4.
Ritornando nell'incognita y(z) abbiamo il problema

{y/(:r) = tan(—z + 7/4) = —tan(x — 7/4)
y(0) = 0.

Integrando otteniamo

y(x) = —/tan(x —7/4)dr = — / % dx = log(cos(z — w/4)) + k.

Imponendo la condizione iniziale otteniamo k = log v/2. In definitiva, usando
la formula di sottrazione per il coseno, la soluzione e

cosx sinx

NCRRNG)

y(z) = log(cos(z—m/4))+log V2 = log < )—l—log V2 = log(cos z+sin z) .

2. Possiamo integrare in coordinate cilindriche (g, 9, z), nelle quali abbiamo
1+02<9,0<9<2rel+p®<z<9. Dunque0 < p < 2v2 e l'integrale
vale

27 2v/2 3
2? dedydz = / dv / 0 dQ/ 0° cos® ¥ dz
///E 0 0 v/ 1402

2 2V/2 Q4
:/ c08219d19/ (3—\/1+Q2> odo=m (3 [Z]
0 0

2v/2

2 22
—/ V14 02 0% do
0

0
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(usando il cambiamento di variabile t* = 1+ 0> = tdt = odp)

= (48—/13(152—1)2520[25) =T (48— E—?E)

48 243+9+ 1 1 720 =729+ 135+ 3 -5 124
=T - — ——c =7 = .
5 5 3 15 15

. Il dominio K é definito da un’equazione, quindi e chiuso e non ha parte interna.
Verifichiamo che ¢ limitato (dal corso di Geometria sappiamo che si tratta di
una ellisse). Risulta

20 —2xy+ 1yt —2r=(z -y +2*—-22=0 = 2?-22x<0.

Allora per la variabile x otteniamo 0 < x < 2 ed allora anche la variabile y e
limitata. Dunque il dominio ¢ compatto. La funzione f(z,y) = x & continua,
quindi esistono il massimo e il minimo di f su K.

Usando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange, definiamo la funzione L(z,y, ) =
x — AN(22? — 22y + y? — 2x) e troviamo i punti stazionari risolvendo il sistema:

1 -4z —2y—2)=0
A2z —2y) =0
22% — 2zy +y* — 22 =0.

Dalla seconda equazione, poiché A = 0 non e accettabile, otteniamo

y=ux
2 —2x=0.

Allora i punti stazionari sono (0,0) e (2,2). Dunque

m}e{mxf:2, ménfzo.

. La superficie ¢ cartesiana in quanto z = 2% + y?. L’elemento d’area ¢ do =
/1 + 4(2% + y2) dzdy. Usando le coordinate polari, otteniamo che il dominio

133



edatoda 0 < p<1e0<9<nm/4, pertanto

w/4 1
/zda:/ dﬁ/ 0> /1 + 402 do
2 0 0

(usando il cambiamento di variabile t* = 1 + 49> = tdt = 40dp)

:E/lﬁwdt:l {ﬁ_ﬁfzi <5f_%_%+1>

1 16 61 |5 3], o 3 3
755 — 2575 — 3+ 5
_ 7 (V5255 -3+ :i(25\/5+1).
64 15 180

5. I denominatore non si annulla in R, percio la funzione f € C*(R) e f €
L'(R). Allora f & infinitesima all’infinito di ordine arbitrariamente grande.
Calcoliamo f usando le regole di trasformazione. Osserviamo che

f( ) COS T cosS T
T) = — .
?+4x+5  (z4+2)2+1
Posto .
h(z) = o sappiamo che ﬁ(f) — e—lf\’

e posto g(z) = h(z + 2) risulta
§(&) = m eTlErE
Infine otteniamo

T, e leos (e B . Teé ,
floy== (e [6-11+2i (6-1) | o |£+1|+21(§+1)) _re (e l6-11-2i | ¢ \£+1|+2z) .
2 2
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Compito di Analisi Matematica II del 4/09/12

C.d.L. in Ingegneria Industriale e corsi del D.M.509

Risolvere il Problema di Cauchy

{ Y + () +1=0
y(0) =1, ¥'(0) = 0.

Calcolare il seguente integrale triplo

/// y* dedydz |
E

E={(z,y,2); 2 +y"+1<2<9, 2>0} .

dove E ¢ l'insieme

Calcolare il massimo ed il minimo assoluti della funzione

flz,y) =y

nell'insieme K = {(z,y); 222 — 2zy +94?> — 20 =0}.

/zda,
2

{(z,y,2) ER?; 2 =2 +¢*, 2°+y* <1, 0<y<z}.

Calcolare 'integrale superficiale

dove X e la superficie
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Soluzione del compito del 4/09/12

Gli svolgimenti sono perfettamente analoghi ai primi quattro del compito precedente,
percio riportiamo solo le soluzioni

1. y(z) = log(cosx) + 1.
2. Come nel compito precedente.

3. m}gxle—k\/i, m}}nle—\/i.

4. Vedi compito precedente.
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Compito di Analisi Matematica IT1 del 19/09/12

C.d.L. in Ingegneria dell’Informazione (D.M. 270)

Risolvere il Problema di Cauchy

{ y" — 2y + by = e sin 2z
y(0) =0, ¥ (0) =1.

Calcolare il seguente integrale triplo

/// zdxdydz ,
E

E:{(x,y,z); 2?4y < 22 x2+y2+22§22}.

dove E ¢ l'insieme

Calcolare il massimo ed il minimo assoluti della funzione

fle,y) =z +y

nell'insieme K = {(x,y); 2> —zy +y>* —y <0}

/z3da,
)

{(z,y,2) eR¥; 2? +y* <1, 2% +2°=1,2>0}.

Calcolare I'integrale superficiale

dove ¥ e la superficie

Calcolare la trasformata di Fourier della seguente funzione f, precisando prima

~

le proprieta di f e di f,

f(z) =

xcosx per —7/2<x<7m/2,
0 altrove.
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Soluzione del compito del 19/09/12

1. L’equazione ¢ lineare non omogenea con termine noto di tipo particolare. Stu-
diamo prima l’equazione omogenea. L’equazione caratteristica &: A2 —2\+5 =
0, le cui soluzioni sono

Mp=1+V1-5=1=% 24,
allora l'integrale generale dell’equazione omogenea e:
y(x) = 1 e cos 2z + ¢y e” sin 2z.

Poiché il termine noto €”sin 2x ¢ soluzione dell’equazione omogenea, cerchia-
mo una soluzione particolare dell’equazione non omogenea del tipo y(z) =
x e*(Acos 2z + Bsin 2x). Calcolando le derivate di § otteniamo:

i (x) =" (Acos2x + Bsin2z)
+ x e*(Acos2z + Bsin2z) + x € (—2Asin 2z + 2B cos 2x),

e, raggruppando alcuni termini uguali,

y"(r) =2€”(Acos2x + Bsin2x) 4+ 2€*(—2Asin 2z + 2B cos 2x)
+ 1z e"(Acos 2z + Bsin2z) + 2z €®(—2Asin 2z + 2B cos 2z)
— 4x €*(Acos 2z + Bsin2z).

Sostituendo nell’equazione, e considerando che i termini contenenti il fattore
x si semplificano, troviamo:

2e"(Acos2x + Bsin2x) 4+ 2e*(—2Asin 2z + 2B cos 2x)
—2¢e"(Acos 2z + Bsin2x)

— e ((2A 4+ 4B — 24)cos2z + (2B — 4A — 2B)sin 2x> — ¥ sin 2.

Semplificando e uguagliando i coefficienti dei termini simili otteniamo: A =
—1/4, B =0. Quindi 'integrale generale dell’equazione non omogenea é:

1
y(x) = ¢y € cos 2x + ¢y e”sin 2z — 12 e’ cos 2z .
Imponendo le condizioni iniziali troviamo ¢; = 0 e 2¢o — 1/4 = 1, da cui la

soluzione:

) 1
y(x) = 3 e’ sin 2z — ke e’ cos 2z .

138



2. Il dominio e l'intersezione di un cono circolare retto con la sfera di raggio 1
centrata in (0,0, 1). Per usare le coordinate cilindriche, dobbiamo risolvere il
sistema:

02 = 22
2,2y —=22=22 = 2(z2-1)=0 = 2=0, z=1.
0+ 22 =2z

Dunque si ha:
0<o<1, 0<V9<2r, 0*+22<22 = 22—2:240°<0,

e questo comporta

1—/1—-02<2<14+1—-0> e o

Poiché 1 — /1 — 0% < p, in definitiva abbiamo:

27 1 1+\/1—g2
///zdxdydz:/ dﬂ/ ng/ zdz
E 0 0 0
1 >
=T 1++1—=0%) —0")odo
[ (V=) -s)
1
:w/ (2—2@2—1-2\/1—@2) odp
0
1] !
:7T|:Q2——Q4:| -|—7r/ 20y/1—0%*dp
0

2" 1o

IA
w

T 2 ' oon 7T
= — — —1— 23/2 = — _—= —,
2 W{?)( o) L 2 T3 TG

Se usiamo le coordinate sferiche, dobbiamo risolvere il sistema:

2ain2 5 < o2 2
{Qsm Y = 07 COS™ :>0§<,0§7T/4> 0 <9 <2m, 0<p<2cosyp.

0® < 2pcos
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In definitiva abbiamo:

200sg0
/// zdxdydz = / / dg&/ (0cos p)o®sin pdo

4 2cos
2m / |:COS Y sin p— } dy
0 4y

w/4
87r/ cos® psin pdp = 8 [—
0

_47r _1+1 _77r
3 8 6

3. Il dominio K & chiuso e limitato (dal corso di Geometria sappiamo che si tratta

della parte di piano delimitata da un’ellisse). La funzione f(z,y) =z +y &
continua, quindi esistono il massimo e il minimo di f su K.
Poiché Vf(x,y) = (1,1) la funzione non ha punti stazionari interni. Per
cercare i punti stazionari sulla frontiera usiamo il metodo dei moltiplicatori di
Lagrange. Definiamo la funzione L(z,y,\) = 2 +y — ANa2? —axy +y> —y) e
troviamo i punti stazionari risolvendo il sistema:

cos® /4
6 1o

1-X2z—y)=0
1~ M—z+2y—1)=0
> —ay+y? —y=0.

Sottraendo la seconda equazione dalla prima, poiché non puo essere A = 0,
otteniamo

2 2 2 2 2 2

La seconda equazione fornisce

922 — 62 —2=10 — T =

<1i\/§>, ym:% (2i\/§>.

Wl =

Dunque
2 . 2
m}z{mxf:1+§\/§, m[%nf—l—g\/g.

4. La superficie & cartesiana in quanto z = v/1 — x2. L’elemento d’area e

2

do = \[1+ —— dudy =

2 dxdy .

1
V1—a2
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Usando le coordinate polari, otteniamo che il dominio ¢ dato da 0 < p <1e
0 < ¢ < 27, pertanto

1

z°do = dﬁ/ 0082193 d

/ 7 / ¢ ) \/1—QQCOSQ’19@ ¢
/ dﬁ/ 1—Qcosﬂgdg—/ dz?/ (0 — 0% cos® ) do

—/ C o9 | an = / L o2} av

=/, o —cosT Y ) i 5~ 7 o

5. La funzione f & a supporto compatto, percio f € L'(R) ed anche z*f € L*(R)
per ogni k. Allora f € C®(R) ed ¢ infinitesima all'infinito. Poiché f ¢ reale
e dispari, f e immaginaria pura e dispari. Calcoliamo f usando le regole di
trasformazione. Osserviamo che

f(x) =xcoszh(x),

dove
h(x) = 1 per —7/2<z<m/2,
0 altrove,

per cui (per £ # 0)

~ /2 ) efmg" 2
h(€) = —w Jr — | — — 2 g
(&) /—ﬂ/ze x [ i ]_W/Q ¢ sin (

Posto g(z) = x h(x) risulta

§(6) = i (b)Y = 2 <_€1 sin (”5) b s (%f» |

Infine, poiché f(z) = cosx g(x), otteniamo

HGEE (_ﬁ sin (”@2— ”) b o oo (“@2— ”)
<§+1 5o (M5) e e (U5 ))
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35

Compito di Analisi Matematica IT del 24/10/12

C.d.L. in Ingegneria dell’Informazione D.M. 270 (5 esercizi)
C.d.L. in Ingegneria Industriale e corsi D.M. 509 (primi 4 esercizi)

Risolvere il Problema di Cauchy

definito in R* \ {z = 0}, ¢ conservativo. In caso affermativo trovarne un
potenziale.

Calcolare 'integrale superficiale

/zda,
2

{(z,y,2) ER®; 2* + ¢y +22=1,2>0}.

dove X ¢ la semisfera

Calcolare il massimo ed il minimo assoluti della funzione
flz,y) =2~y
nell'insieme K = {(x,y); 2® — a2y +y*> <4}.

Calcolare la trasformata di Fourier della seguente funzione f, precisando prima

A~

le proprieta di f e di f,

fx) =

rsinx per —wm<z<T,
0 altrove.
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Soluzione del compito del 24/10/12

1. L’equazione differenziale & autonoma, dunque usiamo la sostituzione z(y(x)) =
y'(z) da cul 2'(y)y = 2'(y)2(y) = y” e allora dobbiamo risolvere il P.d.C.

2z — 22 +y? =0
2(1) =1,

dove y e la variabile indipendente. Poiché z = 0 non e soluzione, possiamo
dividere per z, ottenendo un’equazione di Bernoulli con o« = —1. Utilizziamo
la sostituzione w = 22, da cui w’ = 2z 2’. Dividendo per y, dobbiamo risolvere

, 1

w——-w+y=0
Y

w(l) =1.

Questa e un’equazione lineare del primo ordine non omogenea. Utilizziamo la
formula risolutiva per le equazioni lineari del primo ordine. Risulta

d
Aly) = — Eyz—logy — W=y,

w(y) =y (C—/éydy) =cy—y°.

Imponendo la condizione iniziale otteniamo ¢ = 2 e dunque w = 2y — y*. In
definitiva

e quindi

2y) = V2 —y?.
A questo punto dobbiamo risolvere il P.d.C.

Separando le variabili otteniamo

1
/—dy:/ldx.
V2y —y?

Calcolando il primo integrale abbiamo

1 1
/ dy = / dy = arcsin(y — 1).
VI—1+2y— ¢ V1= (y—1)?
Allora arcsin(y — 1) = x + ¢, per la condizione iniziale troviamo ¢ = 0, e in
definitiva la soluzione & y(z) = 1 + sin z.
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2. Il campo ¢ definito in R\ {z = 0}. Risulta
o ()0 (mYy
oy\z) ox\z)
O ((_8+y\_ 9 (22)__2
Ox 22 S0z \z) 22

O (2N _ 0 (2 _ %
oy 22 S0z \ 2z ) 22

Dunque il campo ¢ irrotazionale nei due insiemi convessi A; = {z > 0} e
Ay = {2z < 0} dove esso ¢ definito, pertanto ¢ conservativo.
Per trovare il potenziale abbiamo

2 2 2 2
/(“m - ) de=z+ "t cfoy).
z z

Derivando rispetto a o a y e uguagliando alla prima o alla seconda compo-
nente del campo otteniamo ¢, = ¢, = 0, e dunque il potenziale é:

72 4 q2
z+

+ c1pa, + C2pa, -

3. La superficie ¢ cartesiana in quanto z = /1 — 22 — y2. L’elemento d’area ¢

2 2 1
dU:\/1+ * + Y 5 dedy = ————=dxdy.

l—z?—y> 1—2a?—y V1—122—q?

Usando le coordinate polari, otteniamo che il dominio ¢ dato da 0 < p <1 e
0 < ¢ < 27, pertanto

1

o 1 1 02
zdaz/ dﬁ/ V11— 0 ——=pdo=2r [—] =T.
/E 0 0 1 — o? 2],

4. Il dominio K & chiuso e limitato (dal corso di Geometria sappiamo che si tratta
della parte di piano delimitata da un’ellisse). La funzione f(z,y) =z —y &
continua, quindi esistono il massimo e il minimo di f su K.

Poiché V f(z,y) = (1,—1) la funzione non ha punti stazionari interni. Per
cercare i punti stazionari sulla frontiera usiamo il metodo dei moltiplicatori di
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Lagrange. Definiamo la funzione L(z,y,\) = x —y — Aa® —ay +y> —4) e
troviamo i punti stazionari risolvendo il sistema:

1—=X2z—-y)=0

—1-A-2+2y)=0

2 —zy+y?=4.

Sommando la seconda equazione alla prima, poiché non puo essere A = 0,

otteniamo y = —x. Allora dalla terza equazione otteniamo
32° =4 - T1 = :l:i Y10 = IFi
1,2 /3 1,2 Vel
Dunque
4 . 4
max f = —, min f = ———.
SVER SN

. La funzione f & a supporto compatto, percid f € L'(R) ed anche 2* f € L'(R)
per ogni k. Allora f € C>®(R) ed ¢ infinitesima all’infinito. Poiché f e reale
e pari, f ¢ reale e pari. Calcoliamo f usando le regole di trasformazione.

Osserviamo che
f(z) = zsinz h(z),

h(z) = 1 per —nm<z<m,
0 altrove,

dove

per cui (per £ # 0)

. B ks iat B _e—ix§ ™ _g )
h(f)—/_ﬂe da:—{ : }ﬂ—gsm(ﬂ'f).

Posto g(z) = x h(z) risulta
96 =i () =

Infine, poiché f(z) = sinzx g(x), otteniamo
A 1

(&7 cosmE —sinTE) .

f(&) = e ((€ = 1) 7 cos(m(€ — 1)) —sin(x(§ — 1))
1 .
B ((€ +1) 7 cos(m(§ + 1)) —sin(m(§ +1)))
_ 46 sin(w€) — 27 (£2 — 1) cos(7€)

(€2 —1)°
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36

Compito di Analisi Matematica Il del 17/12/12

C.d.L. in Ingegneria dell’Informazione D.M. 270 (5 esercizi)
C.d.L. in Ingegneria Industriale e corsi D.M. 509 (primi 4 esercizi)

Risolvere il Problema di Cauchy

{ y' '+ 4y + 5y =sinzx
y(0) =10, ' (0)=0.

Calcolare il massimo ed il minimo assoluti della funzione

flzy) ==
nell'insieme K = {(x,y); 2 —2zy +y* <0}.

Calcolare il seguente integrale doppio
2
LY
———dxdy,
/ /E 2y

E={(z,y); 1<’ +y* <4, y>z}.

dove E ¢ l'insieme

Calcolare 'area della porzione di superficie sferica ¥ individuata da

Y={(z,y,2) €R*; 22 + P+ 22 =1, 22 >2(2* +4?), 2>0}.

Calcolare la trasformata di Fourier della seguente funzione f, precisando prima

le proprieta di f e di f ,
T

:x2—|—2x+2

()
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Soluzione del compito del 17/12/12

1. L’equazione e lineare non omogenea con termine noto di tipo particolare. Stu-
diamo prima l’equazione omogenea.
L’equazione caratteristica & A% + 4\ + 5 = 0, le cui soluzioni sono

)\172:—2:i:\/4— :—QZEZ,

allora l'integrale generale dell’equazione omogenea e:

2 2

y(x) =cre *Fcosw+cpe “sinx.

Poiché il termine noto sin x non ¢ soluzione dell’equazione omogenea, cerchia-
mo una soluzione particolare dell’equazione non omogenea del tipo y(z) =
Acosx + Bsinx. Calcolando le derivate di ¢ otteniamo:

J(x)

g//(x)

Sostituendo nell’equazione, troviamo:

(—Asinz + Bcosx)

(—Acosz — Bsinx).

—Acosx — Bsinx + 4(—Asinz + Beosx) + 5(Acosz + Bsinx) = sinx,
(—A+4B +5A)cosx + (—B —4A+5B)sinx = sinx,
(4B +4A)cosx + (4B — 4A)sinx = sinzx.

Uguagliando i coefficienti dei termini simili e risolvendo il sistema lineare ot-
teniamo: A = —1/8, B = 1/8. Quindi l'integrale generale dell’equazione non
omogenea e:

1 1
y(x) = cre * cosz + e P sing — g ST + 3 sinw.
Imponendo le condizioni iniziali troviamo ¢; = 1/8 e ¢; = 1/8, da cui la
soluzione:
1 : .
y(x) = 3 (e’h cosw + e *sinx — cos x + sin a:) :

2. Il dominio K & chiuso. Per ottenere che ¢ limitato osserviamo che deve valere
B —2ay+yt =" —2zy+y -y +yt = (e -y’ +y (Y —1) <0.
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Per avere soluzioni si deve avere |y| < 1, ma allora anche |z| deve essere
limitata. La funzione f(x,y) = x & continua, quindi esistono il massimo e il
minimo di f su K.

Poiché V f(xz,y) = (1,0) la funzione non ha punti stazionari interni. Per
cercare i punti stazionari sulla frontiera usiamo il metodo dei moltiplicatori di
Lagrange. Definiamo la funzione L(z,y, \) = z — A\(2? — 22y + y*) e troviamo
i punti stazionari vincolati risolvendo il sistema:

1—=X2zx—2y)=0
M—2z+4y°) =0
2?2 —2xy+yt=0.

Per A = 0 non ci sono soluzioni. Allora dalla seconda equazione otteniamo
x = 2y° e dalla terza

4 —dyt 4yt =0 = y'(4y*—-3)=0.

Dunque i punti stazionari sono

0.0). (;ﬁéilg

4 2

e quindi

f_3¢§ .f__3¢§
m}f(iX = mén = ——.

4

. Usando le coordinate polari, otteniamo che 1 < ¢? < 4 e sin? > cos 1, percio
il dominio ¢ datoda 1 < p <2e w/4 <9 < 57m/4. Allora

212 5m/4 2 o
dxdy = d cos ) sin“ v p* do
p vt +y? /4 1

[ )

3 3 24 \3 18

/4 1

. La superficie ¢ cartesiana in quanto z = /1 — 22 — y2. Considerando l'inter-
sezione tra il cono e la sfera otteniamo

2 2 2 _ 1
{f+y+z =1

22 =2(x* + y?)
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Dunque il dominio che dobbiamo considerare & 2% + y? < 1 /3. L’elemento
d’area ¢

d A I ! dzd
g = x = ———ax .
l—a2—y?  1—2a%—y? Y 1 — a2 —y? !

Usando le coordinate polari, otteniamo che il dominio ¢ dato da 0 < o <1/ V3
e 0 <1 < 27, pertanto

27 1/V3 1
AZ:/lda:/ dﬂ/ —od
(X) g i i T 0
1/v3 2
—or [—\/1—92} — o <1— 5) .

0

. La funzione f & definita in R e f € L*(R). Allora f € L*(R). Calcoliamo f

usando le regole di trasformazione. Osserviamo che

T T

= prm—— h
2 +2x+2 (z+1)2+4+1 zh(e),

fz) =

dove
1

x224+1°

W) =glz+1) e g(r)=
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Sappiamo che ) |
§&=mell = R =mek.

Per la regola sulla trasformata di x h(z) otteniamo (sgn(§) denota la funzione
segno)

F(&) =i (h(€)) =i(i —sgn(&))m 71 = —(1 + i sgn(€))r ekl
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37 Compito di Analisi Matematica II del 14/01/13

C.d.L. in Ingegneria Industriale e corsi del D.M.509

1. Risolvere il Problema di Cauchy

{y'+y=y2 cos T
y(0)=1.

2. Calcolare il massimo ed il minimo assoluti della funzione

fla.y) =a%y
nell'insieme K = {(z,y); 2> +y* <1}

3. Calcolare il seguente integrale doppio
xty
———dxzd
/ /E‘ PR

E={(z,y); *+y*<4,y>0}.

dove E ¢ l'insieme

4. Determinare la serie di Fourier di soli coseni della funzione definita per z €
[0,1] da
flz)y=1-2z,

precisandone le proprieta di convergenza.
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Soluzione del compito del 14/01/13

1. L’equazione 3y +y = y? cosz & di Bernoulli con o = 2 e possiamo risolverla con

la sostituzione w = y' =2 = y~! e dunque w’ = —y~2y’. Dividendo I'equazione
per 42 e sostituendo otteniamo
—w' +w = cos T , w —w = —cosx
ossia
w(0) =1. w(0)=1.

L’equazione per w e lineare a coefficienti costanti. L’equazione caratteristica
A—1 =0 ha la soluzione A = 1. L’integrale generale dell’equazione omogenea
¢ w(z) = ce®. Il termine noto ¢ di tipo particolare. Cerchiamo una soluzione
particolare dell’equazione non omogenea del tipo w(x) = Acosx + Bsinz.
Sostituendo nell’equazione non omogenea otteniamo

—Asinz+ Bcosz—Acosz—Bsine = (B—A)cosz—(A+B)sinx = —cos .

1

Dunque A = —B e 2B = —1, per cui la soluzione particolare ¢ 5 (cosz — sin x)

e l'integrale generale dell’equazione non omogenea e
w(r)=ce +§(COSZE —sinz).

Imponendo la condizione iniziale otteniamo ¢ = 1/2 e dunque risulta

e’ — sl
w = ( +COS§ smx)' In definitiva

1 2

)= — = .
y() w eT 4+ cosx —sinx

2. 1l dominio K & chiuso e limitato, la funzione f(z,y) = 2%y ¢ continua, quindi
esistono il massimo e il minimo di f su K. Poiché V f(z,y) = (2zy, 2?) i punti
critici sono (0,y) € K dove la funzione vale 0. Per cercare i punti stazionari
sulla frontiera usiamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Definiamo la
funzione L(z,y, \) = 2%y —A(2?+y*—1) e troviamo i punti stazionari vincolati
risolvendo il sistema:

20y — 2 \r =22(y — ) =0
22 =2y =0
4yt =1.
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Dalla prima equazione abbiamo x = 0 oppure y = A. Per x = 0 dalla terza
equazione otteniamo y = +1 e f vale 0 in questi punti. Per y = A, dalla
seconda equazione otteniamo z? = 2)? e dalla terza

1 1 2
V=1 — A=+—, y=+—, —iVT.
V3 V3 3

r =
3
Dunque otteniamo i punti stazionari
2 1 2 1
07 3 Ov:l:l :i:\/jv_ ) :t\/ju__

f=— inf=-—

max f = ——, min f = ———.

K 3v3 K 3v3

. Usando le coordinate polari, otteniamo che ¢> < 4 e psind > 0, percio il
dominio ¢ dato da 0 < p<2e 0 <9 <. Allora

I4y T 2 . . .
PN dxdy = dv cos™ 1} sind o~ do
E 0 0

__[ cos5ﬁ1“'[g5]2__ 232 64
L 5

e quindi

5

> 25"

5 0 0

. Per ottenere lo sviluppo in serie di Fourier di soli coseni, dobbiamo considerare
il prolungamento pari f, della funzione e dunque abbiamo T" = 2 e w = 7. Per
la parita degli integrandi, i coefficienti di Fourier sono:

ag :/_llfp(:c)dx:2/ol(1—:c)da:: 1,
ap = /_11 fp(x) cos(kmx)dx = 2/01(1 — x) cos(kmx) dx

::2{2%(1——x)shﬂkﬁzﬂ:—ké%¥zfshmkﬂx)dx
= [ 2 costhmn)| = () 1) = 21— (-1
k2 . Km k2

Dunque la serie di Fourier e
1 2 K1 (=1)*
5 + — ; —a cos(kmx) .
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Siccome i coefficienti di indice pari si annullano, essa si puo riscrivere come

L 2§s 0 <(2h+1) )
5 7‘('2 — (2h+ 1)2 COS mr ) .

Questa serie converge uniformemente in R poiché la funzione f, & continua.
La serie converge anche totalmente.
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Parte IV
A.A. 2012/13 — Corso D.M.270

Soluzione dei compiti di

Analisi Matematica 11

I compiti con 5 domande sono stati assegnati per Ingegneria dell'Informazione

I compiti con 4 domande sono stati assegnati per Ingegneria Industriale



38 Compito di Analisi Matematica Il del 19/02/13

C.d.L. in Ingegneria Industriale e corsi del D.M.509

1. Sia —% <t < 7, risolvere il Problema di Cauchy

{ y'(t) = 3y(t) tan(t) + +/y(t)
y(0) =1

2. Calcolare il massimo ed il minimo assoluti della funzione
flr,y,2) =2 +y+=
nell'insieme K = {(x,y,2); 2% + y* + 2% < 1}.

3. Calcolare l'integrale triplo (volume di G)

J[[ dzava:

dove G = {(z,y,2);1 <a? +y? +2° < 4,2 > 0,27 +y* < 1}.

4. Determinare la serie di Fourier di soli coseni, e precisarne la convergenza, per
la funzione periodica (di periodo 27) definita da

flx)=—2*+7x

in [0, 7].
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Soluzione del compito del 19/02/13

1. L’equazione 3y’ = 3ytant+ ¥y e di Bernoulli con o = 1/3. Possiamo risolverla

con la sostituzione w = y'~ /3 = ¢?/3 e dunque w’ = 2y~'/3y’. Dividendo

3

'equazione per y/? e sostituendo otteniamo
%w’:?)wtant—i—l _ w’—2wtant:§
ossia
w(0) =1. w(0)=1.

L’equazione per w & lineare a coefficienti continui. Per usare la formula
risolutiva, calcoliamo:

At) = —2/tantdt = 2log(cos(t)),

da cui

2 1 2
U}(t) _ e—log(COSQt) <C+/§elog(c052t) dt) _ — (C+ g/COSQtdt>

1 n t+sintcost
cos?t 3

Imponendo la condizione iniziale otteniamo ¢ = 1 e dunque risulta
341 +sintcost

w = 3 cos ] . In definitiva, poiché y = w®?, otteniamo
cos
(34t +sintcost)?
y(t) = v ;
3v/3 cosdt

2. 1l dominio K & chiuso e limitato, la funzione f(z,y,2) = x +y + z & continua,
quindi esistono il massimo e il minimo di f su K.
Poiché V f(x,y,z) = (1,1,1) non esistono punti critici liberi per f. Per cer-
care i punti stazionari sulla frontiera usiamo il metodo dei moltiplicatori di
Lagrange. Definiamo la funzione L(z,y,2,\) =z +y+z - Az?* +y* + 22— 1)
e troviamo i punti stazionari vincolati risolvendo il sistema:

1—-222=0
1—-2\y=0
1—-2X2=0

2+t + 22 =1.
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Dalla prime tre equazioni, per confronto, abbiamo z = y = 2. Sostituendo nel-

3
la quarta equazione otteniamo 32? = 1 e quindi x = :I:?. Dunque otteniamo

1 punti stazionari

(ﬁ V3 ﬁ) <_£ V3 _£>

37373 37 37 3

In conclusione

m}z?xf:\/g, m}}nf:—\/g

3. Usando le coordinate cilindriche, otteniamo che o> < 1 e 0 < ¥ < 27, e

V1 —0?<z<\/4— 0% Allora

2 1 V4i-0?
/// dacdydz:/ dﬁ/ gdg/ dz
G 0 0 \/ 1—02
1
=27T/ (9 4—0"—0 1—92>d9
0

_on {-%(4 _ APy %(1 - 92)3/2]; _on G _ ﬁ) |

4. Per ottenere lo sviluppo in serie di Fourier di soli coseni, dobbiamo utilizzare
le formule con b = 7 e quindi w = 7/b = 1. I coefficienti sono:

2 [° 2 (7 2 [ a° 7 n?
aOZE/O f(x)dx:%/o (—x2+7rx)dx:; [—%—l—w%} :%,
2 ™

ap = —/ (—2* + 7)) cos(kx)dx

™ Jo
{1
2 cos(ka)(=20+1)| — —= [ —2cos(ka)d
kzﬂ_COSfE X 7TO kQ'/TO COS\KT ) ax

2
~S (D D).

s 2 T

o kT Jo

sin(kz)(—2z + ) dx

>

(—a? + 72) sin(kx)}

I
/3| N

[ o

= —(—cos(km) — 1) =

™

Dunque la serie di soli coseni e

2 1> k
T (—)*+1
E — E QT COS(II{JZL') .
k=1
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Siccome i coefficienti di indice dispari si annullano, essa si puo riscrivere,
ponendo k& = 2h con h > 1, come
2 I™
s 1
— - — cos(2hx) .
6 h? )

h=1

Questa serie converge totalmente in R poiché la funzione f = f, ¢ continua.
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39 Compito di Analisi Matematica II del 6/03/13

C.d.L. in Ingegneria Industriale e corsi del D.M.509

1. Risolvere il Problema di Cauchy

y"(t) + 9y(t) = 4 cos(3t) + 9t
y(0) =0,
y'(0)=0.

2. Verificare se il campo vettoriale

. LY
F = + 322 + + =L
(:c,y,z) (y\/g,x\/g ZCOSY, oz sy 2\/5>

e conservativo. In caso affermativo determinarne i potenziali.

3. Calcolare 'integrale doppio

// log(1 4+ /22 + y?)dzdy
E

dove E = {(z,y);9 < 2?4+ y* < 49,2 > 0,2 — y*> > 0}.

4. Scrivere la serie di Fourier della funzione che si ottiene prolungando per pe-
riodicita su R la funzione definita da

{ 2, z €0, 7]

-2, z €] —m0].

Precisare la somma e il tipo di convergenza della serie.
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Soluzione del compito del 6/03/13

1. L’equazione e lineare non omogenea con termine noto di tipo particolare. Stu-
diamo prima l’equazione omogenea.
[’equazione caratteristica & A2 +9 = 0, le cui soluzioni sono

A2 = £ 31,
allora l'integrale generale dell’equazione omogenea e:
y(t) = 1 cos(3t) + o sin(3t).

Poiché il termine noto ¢ somma di due termini noti di tipo particolare e 4 cos 3t
¢ soluzione dell’equazione omogenea, cerchiamo una soluzione particolare del-
I'equazione non omogenea del tipo g(t) = t(Acos(3t) + Bsin(3t)) + Ct + D.
Calcolando le derivate di ¢ otteniamo:

¥ (t) =(Acos(3t) + Bsin(3t)) + t(—3Asin(3t) + 3B cos(3t)) + C
§"(t) =2(—3Asin(3t) + 3B cos(3t)) — t(9A cos(3t) + 9B sin(3t)) .

Sostituendo nell’equazione, tranne i termini con le funzioni trigonometriche
moltiplicate per t che si semplificano, troviamo:

2(—3Asin(3t) + 3B cos(3t)) + 9(Ct + D) = 4 cos(3t) + 9t
6B cos(3t) — 6Asin(3t) + 9(Ct + D) = 4 cos(3t) + 9¢.

Uguagliando i coefficienti dei termini simili otteniamo: B =2/3, A=0, C =
1, D = 0. Quindi I'integrale generale dell’equazione non omogenea é:

2
y(t) = c1 cos(3t) + co sin(3t) + 3 tsin(3t) + ¢

Imponendo le condizioni iniziali troviamo ¢; = 0 e ¢ = —1/3, da cui la
soluzione:

1 2
y(t) = -3 sin(3t) + gtsin(?)t) +t

2. Tl campo & definito in A = {z > 0}, che & un aperto convesso. Risulta
g(y\/Z):\/Z 2(31:\/2—1—2(:osy):\/2
oy " Ox ’

Y

9 vr) = =) -2

=
322 +siny +

\/_ o

161



0 x 0 Ty x
— (zv/z+ zcosy) = —=4cosy, — (322 +siny+ —= ) =cosy+—=.
5, (V7 y) o0z P gy < Y wz) AN
Dunque il campo e irrotazionale nel convesso A dove esso e definito, pertanto
¢ conservativo.

Per trovare il potenziale integriamo rispetto a z la terza componente del campo:

/ (322 + siny + ﬂ) dz = 2° + zsiny + 2yv/z + c(x,7) .

2z

Derivando rispetto a y e uguagliando alla seconda componente del campo

0
p (23 —l—zsiny—l—xy\/z+c(m,y)) = zcosy + vz + ¢, (x,y) = zcosy + x/z
Y

da cui segue ¢, = 0 e quindi ¢ = ¢(z). Derivando rispetto a z e uguagliando
alla prima componente del campo

% (2% + zsiny + zyv/z + () = yvz + d(x) = yv/z

da cui segue ¢ = 0 e quindi ¢ & costante e il potenziale é:
23+ zsiny + xy/z + ¢.

. Usando le coordinate polari, otteniamo che 3 < p < 7, cosv > 0 e dunque
—m/2 <9 < 7/2, e infine

cos?¥ >sin?Y = tan’ <1 = —-<9¥<

N
N

Allora

/4 7
// dxdy = / dy [ log(1+ 0)odo
E —7/4 3

7 7
:g ({%2108;(1+Q)]3_%/3 (1?5@)(1@)
:g (%logﬂ_%/37(Q2+g1—+gg—1+1>d9)
-5 (T [ (o))
7
:g (13—9 logZ—% [%Q—gjtlog(l—l—g)}g)
:—<%log2—% %—7+310g2—g+3—2log2)):47r(810g2—1).
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4. La funzione data ¢ dispari, pertanto per la serie di Fourier dovremo calcolare
solo i coefficienti b;. Indichiamo con f il prolungamento cosi definito

2 sex € (km,(k+1)m) con k € Z pari
flx) =< -2 sex e (km (k+1)r) con k € Z dispari
0 sex=kmconkelZ.

Abbiamo T = 27 ¢ w = 1. [ coefficienti sono:

b = %/_: f(z) sin(kz) dx = %/Oﬂ 2 sin(kx) dx

= H (/m} = - (1),

Dunque la serie di Fourier e

3 %(1 (=1)%) sin(kz) .

N
RO B

Figura 14: Somma parziale s, () della serie di Fourier di f per n = 12.

Siccome i coefficienti di indice pari si annullano, essa si puo riscrivere, ponendo
k=2h+1 con h > 0, come
00 ]
xr) = ———sin((2h + 1)2) .
Questa serie converge puntualmente in R alla funzione fe uniformemente negli
intervalli chiusi che non contengono multipli interi di 7.
La somma dei primi 12 termini della serie e riportata in Figura 14.
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40

Compito di Analisi Matematica II del 23/04/13

C.d.L. in Ingegneria Industriale e corsi del D.M.509

Risolvere il Problema di Cauchy (¢ > 1)

{y'(t) —3y(t) = — 55
y(2)=1.

Calcolare 'integrale triplo

2,2
/// z ty dxdydz
G z

dove G = {(x,y,2);2 >0,y > 0,22 + > < 1,1 < (2?2 + y*)z < 2}.

Scrivere la serie di Fourier per la funzione [senx| e precisarne il tipo di conver-
genza.

Calcolare I'area della porzione di paraboloide z = 22 +%? compresa nel cilindro
4+ y? <1
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Soluzione del compito del 23/04/13

1. L’equazione & lineare del primo ordine non omogenea. Per usare la formula

risolutiva, calcoliamo:

A(t) = / 34t — 31,

y(t) = e c—/e3t—egt dt ) = e* c—/—l dt | =
=1 -1
1/ 1 1 1 t—1
= e c—/— — ) dt) =¢* c—=log | —— .
2 \t—1 t+1 2 t+1

Imponendo la condizione iniziale otteniamo ¢ = e %—1log(3)/2, e dunque

risulta

da cul

¢ log(3)e’t  edt t—1 _
y(t) = e 6——2 -5 log ) =370 _ e og

2. Usando le coordinate cilindriche, otteniamo che 0 < o < 1, cos? > 0 e
sind > 0, dunque 0 <9 < 7/2, e infine 1/0? < 2 < 2/0%
Allora

///”3 +ydxdydz—/ dz?/ ng/ —dz
1/0?
1 272/0?
0 s
=—/ {——} ngz—/ 0" do
2 Jo Z 142 4 Jo
671
_mel T
_4{6]0 24

3. La funzione data e pari, m-periodica e continua. Per la serie di Fourier dovremo
calcolare solo 1 coefficienti ai. Abbiamo T'= 7 e w = 2. I coefficienti sono:

2 [T 4
agz—/ sinzdr = —;
0

™ ™

2
ap = / sinz cos(2kx) dx

™
2 T i
_ 2 Sinxsm@kx) _/ Cosxsm(%x) s
T 2k 0 0 2k
2 cos(2kx) T cos(2kx) 2 (=2 T cos(2kx)
;({ e ]0—1—/0 sinz — 5— dx) = (4—]#—1—/0 sinz — 5— dz | .
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Riportando al primo membro l'integrale ottenuto e dividendo per il suo coef-
ficiente concludiamo che

2 —2  4k? 4
A =

T A2 42— 1 w(dk2 —1)

Dunque la serie di Fourier e

+oo

2 4
— =Y —————cos(2kz).
T ; w(4k? — 1) cos(2kz)

La serie converge totalmente su R.

-b -4 -2 0 2 4 b

Figura 15: Somma parziale s, (z) della serie di Fourier di f per n = 12.

La somma dei primi 12 termini della serie e riportata in Figura 15.

. La superficie ¢ cartesiana sul dominio By = { (z,y); #?+y? < 1}. L’elemento
d’area ¢ dato da

\/1 +(22)2 4+ (2y)? = V1 + 422 + 4y?.

Allora
27 1
A(z):// \/1+4x2+4y2dxdy:/ dﬂ/ V1+40*odo.
B 0 0

Utilizzando il cambiamento di variabile 1 + 40?> = t?, da cui 8odo = 2tdt,
possiamo concludere

A(E):27r/1\/g§dt:g{§]j5: (5%—1) .

e
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41 Compito di Analisi Matematica IT dell’1/07/13

C.d.L. in Ingegneria Industriale e corsi del D.M.509

1. Risolvere, col metodo della variazione delle costanti, I’equazione differenziale
/() — 3y (1) + 2y(t) = 26%.
2. Trovare massimo e minimo della funzione

flz,y,2)=4—=2

sull’intersezione del cilindro
>4y =8
con il piano
r+y+z=1

/ / /G (y — 2)e"Vdzdyd>

dove G = {(z,y,2); |y <z <2—|y,0 <2<z +y}

3. Calcolare 'integrale triplo

4. Calcolare la lunghezza della curva

per t € [0, 7].
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Soluzione del compito dell’ 1/07/13

1. L’equazione ¢ lineare del secondo ordine non omogenea. Studiamo prima l’e-
quazione omogenea.
L’equazione caratteristica &: A* — 3\ +2 = 0, le cui soluzioni sono A\;5 = 1,2,
pertanto l'integrale generale dell’equazione omogenea e:

y(t) = c1 e +cy €.

Usiamo il metodo di variazione delle costanti per ottenere una soluzione par-
ticolare dell’equazione non omogenea. Il sistema e

c(t) et +cy(t) e* =0

¢ (t) et +2c5(t) e* =2 .

Sottraendo la prima dalla seconda equazione abbiamo ¢, (t) e* = 2 €% quindi
ch(t) = 2 e dunque co(t) = 2t.

Sottraendo la prima moltiplicata per due dalla seconda equazione abbiamo
—cj(t) e = 2 e*, quindi ¢|(t) = —2 €' e dunque ¢;(t) = —2 ¢'. Allora una
soluzione particolare dell’equazione non omogenea ¢

—2 e* 42t e
e, tenuto conto dell’arbitrarieta di ¢y, I'integrale generale ¢

y(t) = c; e +cq 2 2t e*

2. Il dominio e chiuso e limitato, la funzione f(z,y,z) = 4 — 2z ¢ continua, quindi
esistono il massimo e il minimo di f sull’insieme dato.
L’insieme non ha punti interni. Dalla seconda equazione otteniamo z = 1—z—y
e, sostituendo nella funzione, dobbiamo cercare il massimo e il minimo di

g(z,y) =3+x+y, con x*+y*=S38.

Usiamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Definiamo la funzione L(x,y, \) =
3+z+y— Na?+y? —8) e troviamo i punti stazionari vincolati risolvendo il
sistema:

1-2Xz =0
1-2\y=0
2 4+ y* = 8.
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Dalla prime due equazioni, per confronto, abbiamo = = y. Sostituendo nella
terza equazione otteniamo 2x? = 8 e quindi = y = £2. Dunque otteniamo i
punti stazionari per g

(2,2), (-2,-2), e ¢(2,2)=7, g(-2,-2)=—1.

In conclusione
max f =7, min f = —1.

3. Integriamo in coordinate cartesiane.

Figura 16: L’insieme D = { (z,y);|y| <z <2 —|y| }.

Dalla condizione |y| < 2 — |y| segue —1 < y < 1. Dalla definizione del valore
assoluto, segue che, per —1 <y < 0 deve essere —y < x < 2 + y, mentre per
0 <y < 1deveessere y <z < 2—y. Infine notiamo che, siccome |y| < z,
allora x +y > 0. In definitiva:

z+y
/// (y — x) " dadydz = // da:dy/ (y—x)e"dz
€ D 0
1 2—y T+y 0 24y Tty
= / dy / d:c/ (y—x)e" W dz+ | dy / dx/ (y —x) ™Y dz
0 Y 0 —1 —y 0

1 2y 0 24y
= / dy / (y* — 2*) e™Y dx +/ dy / (y* — 2%)e" ¥ da .
0 Y —1 —y

Calcoliamo l'integrale indefinito

/x2 " dy = g% e" Y — / 20"V dy = (2* — 2w + 2) e" Y
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e dunque l'integrale diventa

0

1
/ [(y2 — 2% 4+ 2r — 2) e”y]jy dy + / [(y2 — 2% 42 — 2) exﬂq Q_Zy dy
0 -1

- / (2 — 2)(e* — ) dy + / (=2 =2 1) dy

1 0

1 1
_ |:(y2 o 2y) 62 +62y —y er +§ er:| + |:_y 82+2y _'_5 82+2y _'_y2 + 2y o 62+2y

0 -1

4. La lunghezza della curva ¢ data dall’integrale della norma del vettore velocita,
cioe

/\/9(1—cost)2+98in2tdt—/ V9 — 18cost + 9cos? t + 9sin ¢ dt
0 0
:/ \/18—18costdt:3\/§/ V1 —costdt.

0 0

L’integrale si puo calcolare in vari modi. Ad esempio, posto 1 — cost = z,
ricaviamo cost = 1—z, da cui t = arccos(1—z). Dalla formula di cambiamento
di variabile segue

/Oﬂ\/l—costdt:/j\/z\/%:/jﬁ\/%

:/2 R SN 3

2—z

In definitiva la lunghezza della curva € 12. In alternativa, usando la formula
di bisezione

otteniamo

7r ™ ¢ /2
3\/5/ \/l—costdt:3\/§/ \/§sin§dt:6/ 2sinsds = 12.
0 0 0
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Compito di Analisi Matematica Il del 17/07/13

C.d.L. in Ingegneria Industriale e corsi del D.M.509

Sia f la funzione periodica di periodo 27 ottenuta prolungando su R la funzione

0 se —7m<zx<0
g(z) = :

siny se O<zx<m.
Calcolare lo sviluppo in serie di Fourier di f e precisarne il tipo di convergenza.
Calcolare (se esistono) massimo e minimo assoluti della funzione

f(z,y) = e"siny
in [0, 1] x [0, 7.

Calcolare 'integrale doppio

dove

Risolvere I'equazione differenziale

vt = 2y0) (2L (2> 0).
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Soluzione del compito del 17/07/13

1. La funzione data non e pari né dispari. Essa e 2m-periodica e continua. Per
la serie di Fourier dovremo calcolare i coefficienti aj e by. Abbiamo T = 27 e
w = 1. Considerato che la funzione vale 0 tra —7 e 0, i coefficienti sono:

1 [ . 2
ag = — sinx dr = —;
T Jo T

integrando due volte per parti abbiamo:

1 [ 1 in(kz)]" i in(k
ap = —/ sinx cos(kx) dr = — ([Sinx sin( I)l — / CoS sin(kz) dw)
T Jo 7 k 0 0 k

= ! cosxcos(kw) +/ sinx—cos(lm) dx
T k2, 0 k?

1 ((=11 =1 1T
== <L sinx cos(kx) dm) :

s k? * k2 0
Per k =1 questa formula ¢ inutile e risulta
(. L[
a, = — sinz cosxdr = — sin2xdr =0.
T Jo 2m Jo

Per k > 1, riportando al primo membro l'integrale ottenuto e dividendo per il

suo coefficiente, concludiamo che
/{22 (_l)k-‘rl -1 (_1)k+1 -1
A — = .

k? —1 k2 k? —1

Per 1 coefficienti b, abbiamo

1 4 1 k ™ T k
b = —/ sinz sin(kx) dz = — ({_ in cos( x)} +/ oS T cos(kz) da:)
T Jo s k 0 0 k
1 in(k & Q in(k 1 T
= ({cosx Sln}{(ﬂx)]o +/0 sinxs’lrlli_2x>dx) =—3 0 sinz sin(kz) dz .
Per k =1 questa formula e inutile ma questa volta risulta

1 /7 1
blz—/ sinzdr = .
T Jo 2

Per k > 1, poiché i due coefficienti a sinistra e a destra sono differenti conclu-
diamo che b, = 0. Dunque la serie di Fourier e
+o0
1 1, (—1)k+1 — 1
= — — S  —
f(x) 7T—|—2 111:L‘—|—k72 1z ]

cos(kx) .
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/NN

-2 -1 T 2

Figura 17: Somma parziale s, () della serie di Fourier di f per n = 10.

La serie converge totalmente in R. La somma dei primi 10 termini della serie
e riportata in Figura 17.

. Il dominio ¢ un rettangolo chiuso e limitato, la funzione f(x,y) = e”siny ¢
continua, quindi esistono il massimo e il minimo di f sull’insieme dato.
Cerchiamo i punti stazionari interni studiando il sistema V f = 0.

s = esing = 0, iny =0,
{f sin y N {smy

fy =¢e%cosy =0, cosy =0,

e questo sistema non ha soluzioni. Studiamo la funzione sui quattro lati. Per
y = 0 e per y = 7 la funzione vale zero. Per x = 0 la funzione diventa siny
che ha massimo pari a 1 in /2. Per x = 1 la funzione diventa f(1,y) = esiny
che ha massimo pari a e in 7/2. Nei quattro vertici la funzione vale 0. In
conclusione

max f = e, min f =0.

. Integriamo in coordinate polari. Dalla condizione y > 0 segue 0 < 9 < 7 e poi
1<o0< V3. In definitiva:

T V3 .
x4+ 2y ocost + 20sin
//x2+ 2da:dy:/ dﬁ/ 5 odo
E Y 0 1 0

=(V3-1) /W(cosﬁ%—QSinﬁ)dﬁ:‘l(\/g— 1).

. L’equazione e di Bernoulli con o = 2. Possiamo risolverla con la sostituzione
w = y'7? = y! e dunque w' = —y~2y'. Dividendo I'equazione per 3? e
sostituendo otteniamo

, 2 logt ) , 2 logt
—W=——w = — ossia w—-—w=—.
t t t t

L’equazione per w e lineare a coefficienti continui. Per usare la formula
risolutiva, calcoliamo:

1
At) = —2/ ;dt = —2logt,
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da cui

w(t) = et (c+/ e lost? 1Ogtdt) = t? (c+/10gtdt)

Calcoliamo per parti I'integrale:

logtdt_ llogt / J llogt 1
B 2 2 22 2 427

da cui, tenendo conto che ¢ e arbitraria:

llogt 1 ct? —2logt — 1
t — t2 —_— =
w(t) (C 2 2 4t2) 1 ’
e quindi l'integrale generale e

4
12 —2logt — 1"

y(t) = .
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Compito di Analisi Matematica Il del 16/09/13

C.d.L. in Ingegneria Industriale e corsi del D.M.509

Col metodo dei moltiplicatori di Lagrange, determinare i punti critici della
funzione

f(ma y) =Tr—Y
con il vincolo
arctg(ax? +19* —2) =2 —x +y.

Risolvere il problema di Cauchy

{y’(t) +3t%y(t) = 12
y(0) =2

Calcolare il volume del solido

E:{(x,y,z); 1<a?+94?<2, 1—x—y§z§2—x—y}.

Calcolare 'area della porzione del cilindro di equazione

x = 2cost
y = 2sin?d
z=2z

contenuta nell’insieme

G={(v,y,2); Jz| <y, 0< 2 <y?—2?}.
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Soluzione del compito del 16/09/13
1. Usiamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Definiamo la funzione L(z,y, A) =

rT—y—A (arctg(m2 +y?—=2) -2+ — y) e troviamo i punti stazionari vincolati
risolvendo il sistema:

2z
11— 1)]=0
(1%—(5B2+y2—2)2jL )

2y
1A 1) =0
L+ (22 +y? —2)? >
arctg(r? + 9y —2)=2—x +y.

Sommando le prime due equazioni, abbiamo:

B 2z 4 2y L 2(x +v) _0
1+ (22 +y2—2)2 T4+ (22 +9y2—2)2
Poiché A = 0 non e accettabile, deve essere y = —z. Sostituendo nella terza

equazione otteniamo:

arctg(22? —2) =2 — 2x.
Risolviamo 'equazione graficamente. La funzione a sinistra ¢ pari e stretta-
mente crescente sui numeri positivi, per  — 400 tende a 7/2. Confrontando
il grafico con quello della retta y = 2 — 2z (vedi Figura 18) otteniamo che
I'unica soluzione ¢ x = 1 e dunque 'unico punto stazionario per f sul vincolo
assegnato e (1,—1).

N
N

rys

Figura 18: Grafici delle funzioni a sinistra e a destra nell’equazione.
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2. L’equazione e lineare del primo ordine non omogenea. Per usare la formula

risolutiva, calcoliamo:
Au)::/3ﬂdt:t§

da cui, calcolando un integrale quasi-immediato,

: 1 ; 1 .
y(t) = et <c + /et3 t2dt> — et <c + 3 /etd 3t2dt) — et <c + 5 et5> _

Imponendo la condizione iniziale otteniamo ¢ = 5/3, e dunque risulta

S ]

3. Usando le coordinate cilindriche, otteniamo che 1 < p < \/5, 0<¥<2me
infine 1 — p(cos ¥ 4 sind) < z < 2 — p(cos ¥ + sin ).

Allora
2—p(cos ¥+sin )
/// dxdydz—/ d19/ ng/ dz
o(cos ¥+sin )

2w V2
:/ dﬁ/ QdQ:27r|:Q—:| =T.
0 1 2 1

4. La superficie e data in forma parametrica. Sostituendo ’espressione di z,y, z
nelle disuguaglianze che descrivono l'insieme G, dalla prima |z| < y otteniamo
7/4 <9 < 3m/4 e dalla seconda 0 < z < 4(sin® ¥ — cos? ) = —4cos(29). La
matrice Jacobiana ¢ data da

—2sind 0
2cost? 0
0 1

e dunque
A=2cost, B=2sind, C=0, VA2 + B2+ (C? =2.

In conclusione 'area richiesta ¢ data da

3 /4 —4.cos(20) 3 /4 3 /4
/ dﬁ/ 2dz = 2/ —4cos(20) dV = —8/ cos(21) dv
0

w/4 w/4
3m/2 3m/2
= —4/ cos(t) dt = —4[sin(z€)} =38
w/2 m/2
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Compito di Analisi Matematica II del 22/10/13

C.d.L. in Ingegneria Industriale e corsi del D.M.509

Stabilire se la serie di funzioni
—+o00o
2 T e—k:c
k=1

converge totalmente in [0, +-00].

Determinare (se esistono) i massimi e i minimi, relativi e assoluti, in R? della
funzione
2,2
flry) =a"+y" +ay.

Determinare il massimo e il minimo della stessa funzione f nell’insieme K =
{(z,y) eR* 2® + 4> <1}

Calcolare 'integrale triplo

/ / /B (2% + v*) dedydz

dove B ¢ l'intorno sferico di centro nell’origine e raggio 2.

Risolvere, col metodo della variazione delle costanti arbitrarie, l’equazione
differenziale

1
") +y(t) = —.
Y0 +y(t) = ——

178



Soluzione del compito del 22/10/13

1. Fissato k € N, poniamo fi(z) = xze . Dobbiamo calcolare supze "
x>0
Risulta .
_ : —kx __ : e

Infine
filx)=e ™ —kre ™ =eM(1-kr)=0 <+—= x= 1 = i oL

: k k) ke

—kx —kx 1 .
Allora supxre ™™ =maxze ™ = — e la serie
>0 x>0 ke

ke
k=1
e divergente, percio la serie data non converge totalmente in [0, +00).

. Cerchiamo i punti stazionari liberi studiando il sistema V f = 0.

fe=2w+y=0,  __ [y=-2
fy:2y—|—x:0’ —Ar+2x=0,

e questo sistema ha 1'unica soluzione (0, 0). In questo punto abbiamo f(0,0) =
x2+y2
2

0. Dalla disuguaglianza |zy| < segue

2 2 2 2
x+y:x+y >0

flr,y) =2 +y* +ay > 2> +y* — 5 5 20,

per ogni (z,y) € R?, dunque 0 ¢ il minimo della funzione f in R?. La funzione
non ¢ limitata superiormente, infatti, lungo i punti dell’asse x otteniamo

lim f(z,0) = lim 2 = +o0,
T—r+00 T—+00
pertanto non esistono punti di massimo in R2.
L’insieme K e compatto, quindi, per il Teorema di Weierstrass, esistono il
massimo e il minimo di f su K. Come gia visto, I'unico punto punto stazionario
libero ¢ (0,0), dove abbiamo f(0,0) = 0. Usiamo il metodo dei moltiplicatori
di Lagrange per cercare i punti stazionari sulla frontiera 22 +y? = 1. Definiamo
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la funzione L(z,y, \) = 2?4+ y?*+zy—A(x?+y*—1) e troviamo i punti stazionari
vincolati risolvendo il sistema:

20 +y —2 =0
20+ —2\y=0
224yt =1.

Sommando e sottraendo le prime due equazioni e fattorizzando, abbiamo:

(xr+y)(3 —2)\):()
(x—y)(1 =2\ = — y=-x, A=1/2oppurey =z, A =3/2.
2yt =1.

Allora, con y = x, dalla terza equazione, otteniamo:

s = o))

Con y = —x, dalla terza equazione, otteniamo:

N IC T EYIEETE A
YT V2 V2) 2’ V2) 2

In conclusione

3 :
m}z{mxf:? n}%nf—O.
3. Usando le coordinate sferiche, otteniamo che 0 < p < 2, 0 < ¥ < 2m, e
0<¢<m.
Allora
/// %+ y° dmdydz-/ di?/dqb/gsm o do
0’ cos® p1"
=21 |— (1—cos gb)smgbdgzﬁ— —cos ¢ +
5 JoJo 3 o
64 1 1 2
=— |l-z+1—<-|7m= ﬁ us
5 3 3 15

4. L’equazione e lineare del secondo ordine non omogenea. Studiamo prima l’e-
quazione omogenea.
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L’equazione caratteristica & A? + 1 = 0, le cui soluzioni sono A\ = +i,
pertanto l'integrale generale dell’equazione omogenea ¢:

y(t) = 1 cost + ¢y sint.

Usiamo il metodo di variazione delle costanti per ottenere una soluzione par-
ticolare dell’equazione non omogenea. Il sistema e

i (t) cost + cy(t) sint =0
1
—c)(t) sint + c,(t) cost = —.
\(1) sint + () cost = ——
Moltiplicando la prima equazione per cost, la seconda equazione per —sint e
sommandole, abbiamo ¢} (t) = —1, quindi ¢, (t) = —t.
Sostituendo nella prima equazione, abbiamo — cost + ¢4(t) sint = 0, quindi

h(t) = <=L Integrando otteniamo

t
cz(t):/"?’s dt = log | sin|

sint

e allora una soluzione particolare dell’equazione non omogenea e
—t cost + sint log |sint|
e l'integrale generale e

y(t) = ¢y cost + co sint —t cost + sint log|sint|.
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45 Compito di Analisi Matematica II del 16/01/14

C.d.L. in Ingegneria dell’Informazione (D.M. 270)

1. Determinare gli eventuali punti di massimo e minimo relativo della funzione

9 1
= 1 -
flz,y) 2 + log(zy) + .

nell’insieme
A={(z,y) € R*zy > 0}.
2. Stabilire se il campo vettoriale definito per y # 0 da
(Qm y? — xQ)
y'oy

e conservativo e, in caso affermativo, calcolarne le primitive.

3. Calcolare 'integrale di superficie

/ (2 + y* + 2°)do,
>

2

dove X ¢ la porzione di superficie conica 22> = x% + y? compresa tra i piani

z=0ez=1.

4. Risolvere I'equazione differenziale
/ o 3,2
y (1) = ty(t) + t°y~(1).

5. Calcolare la trasformata di Fourier della funzione definita da

f(z) = {xe—lxl per |z] <1,

0 altrove.
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Soluzione del compito del 16/01/14

1. 11 dominio A & aperto e illimitato. Risolviamo il sistema V f(z,y) = (0,0) per
trovare i punti stazionari.

1 1 rz—1
= - — — = :()7
fa r a2 0, x?
—
4 1 2_9
fy=——+-=0, Y=o,
Yy Yy Y

e questo sistema ha le due soluzioni (1,+2). La soluzione (1,—2) non appar-
tiene al dominio. Nel punto (1,2) abbiamo f(1,2) = log2 + 3/2. Studiamo la
matrice hessiana. Otteniamo

1 2

+ R
Hay) = | % 45 — H(L?):(é O)
0 i
ytooy
La matrice hessiana in (1,2) e definita positiva (gli autovalori sono positivi) e
quindi (1,2) ¢ un punto di minimo relativo proprio.

2. 11 dominio & unione di A; = {(z,y);y >0} e A2 = {(z,y);y < 0}, che sono
due aperti convessi. Risulta

o (2x\ 2z o (y—z*\ 2z
oy\y/) v 9x\ w2 ) oy
Dunque il campo ¢ irrotazionale nei due insiemi convessi A; e Ay dove esso e

definito, pertanto ¢ conservativo.
Per trovare i potenziali abbiamo

J e ()

Derivando rispetto a x e uguagliando alla prima componente del campo otte-
niamo ¢, = 0, e dunque i potenziali sono:

3:2 2
f(xv y) = y + C1¥ A, + Co¥P A, -
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3. La superficie ¢ cartesiana in quanto z = /22 + 42 e abbiamo 2? + y* < 1.
L’elemento d’area e

x? Y2 2(22 + y?)
do=4/1 dedy = | ————==dxdy = V2 dxdy .
o \/+x2+y2+x2—|—y2xy x2—|—y2 ray \/_a;y

Usando le coordinate polari, otteniamo

1

2m 1 4
/2(x2+y2)da:/ dﬁ/ 22 0> do = 47V/2 {%] =27,
b 0 0

0

4. L’equazione differenziale ¢ un’equazione di Bernoulli con @ = 2; essa ha la
soluzione stazionaria y(t) = 0. Per y # 0, possiamo dividere per 3 e otteniamo

/
% — — =3, Utilizziamo la sostituzione w = y~!, da cui w’ = —y~2y/. Allora

otteniamo l’equazione lineare:

—w' —tw =1t = W +tw=—t

Per usare la formula risolutiva, calcoliamo:

t2
Alt) = /tdt =3

w(t) =e /2 (c — /etQ/Q ¢ dt) .

Calcoliamo l'integrale per sostituzione. Posto u = t?/2 e dunque du = tdt,
abbiamo

da cul

/et2/2 t*tdt = /2ueu du = 2ue" — /Qe“ du = e*(2u — 2) = " 2(t? — 2),

da cul ricaviamo:
w(t) =e /2 <c —e"2(¢? - 2)) —ce 2249,

Quindi 'integrale generale e




5. La funzione f ¢ definita in R e 2% f € L*(R) per ogni k € N, allora f € C*(R).
La funzione e reale dispari, quindi la sua trasformata e immaginaria pura e

dispari. Poniamo
eIl per |z| < 1,
g(x) = {

0 altrove.

e osserviamo che f(z) = xg(z). La funzione g ¢ reale pari, quindi la sua
trasformata e reale e pari. Calcoliamo ¢ usando la definizione di trasformata
di Fourier.

9(8) = / g(x)e " dv = / o% e g 4 / =% 0= .
o . ;
Calcoliamo i due integrali:
’ 0 2(1-i6)1° —1+ig 1tie
/exemfdx:/ex(lif)dl,: e”l ') _ 1. e | :1 e. |
-1 -1 1—i€] , 1—4& 1—14¢ 1— i€

C(1+ie) 1 L e
/1 e e—ir§ dr = /1 e—m(1+i§) dr — [_e (1+ 5):| _ _e 1—-i¢ N 1 _ 1 —e ! ¢ |
0 0 L+i€ |, 146 14 144

Sommando e semplificando risulta

1—e 16 1 e 176 (1 — e ) (1 4 4¢) + (1 — e 178) (1 — i€)

O="7"g " i 1+
B 1+i€ — e—1+i¢ —i& Ly - i€ — e— 11 +i& e—1-i€
B 1+¢&
_ 2—e'(2cos& —26sing) 5 1 —e!(cos& — Esiné)
1 +€2 1 +52 :

Per la regola sulla trasformata di xg(x) otteniamo

N VN / _1£+5+€ 51_{_52_251__1 5—56
F(&) =i (3(6)) :2Ze (sin sin cos )((1+€)2)2 ( e '(cos sin €))

o 2.8_1(28i1’l£ + 356086 _|_£3 COS&) . 25
=2 1+ .
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Compito di Analisi Matematica II del 16/01/14

C.d.L. in Ingegneria Industriale (D.M. 270)

. Determinare gli eventuali punti di massimo e minimo relativo della funzione

2 1
S | -
f(x,y) e og(wy) + —
nell’insieme
A= {(x,y) € R%zy > 0}.

. Determinare, precisandone la convergenza, la serie di Fourier della funzione
2-periodica definita in [—1,1] da f(z) =1 — 22

. Calcolare 'integrale di superficie
/ (2* +y* + 2°)do,
b

dove ¥ ¢ la porzione di superficie conica z? = x? + y? compresa tra i piani
z=0ez=1.

. Risolvere I'equazione differenziale
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Soluzione del compito del 16/01/14

1. 3. 4. Vedi la soluzione del compito precedente.

2. La funzione f ¢ pari percio dobbiamo calcolare solo i coefficienti a (k € N).
Si ha w = 7 dunque

1 371
4
ao—/_l(l—xQ)dx— [x—%}l—g

e per k>0

1

1 km
cos(krz) ]! ' cos(krx)
=— {Qx T }_1 + /1 2 T dx
_1\k : 1 _1\k+1
4 (—1) [2 sm(kn@)} _4 (—1) ‘
k272 k373 k272

Siccome la funzione f e continua e regolare a tratti, la sua serie di Fourier
converge totalmente su tutto R e si ha

00 (_1)k+1
4

k=1

fz) =

cos(kmz) .

[GCR )
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46

Compito di Analisi Matematica II del 3/02/14

C.d.L. in Ingegneria dell’Informazione (D.M. 270)

Calcolare l'integrale generale dell’equazione differenziale
(1) + 24/(1) — 3y(t) = e

Determinare, se esistono, il massimo e il minimo della funzione f definita da
f(z,y) = 2° + y* nell’insieme

K={(z,y); 2 +y" <4, y>z}.
Calcolare il volume dell’insieme
G:{(x,y,z); 2> a2, 1§z§4} )

Calcolare 'area della frontiera dell’insieme G precedente.

Calcolare la Trasformata di Fourier della funzione

fz) =

Cos
244 +5"
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Soluzione del compito del 3/02/14

1. L’equazione ¢ lineare del secondo ordine non omogenea. Studiamo prima l’e-
quazione omogenea.
L’equazione caratteristica & A\?+2X—3 = 0, le cui soluzioni sono A\ o = 1, —3,
pertanto l'integrale generale dell’equazione omogenea e:

y(t) = cy e +cy e,

Poiché il termine noto e soluzione dell’equazione omogenea, cerchiamo una
soluzione particolare dell’equazione non omogenea nella forma g(t) = Ate™3".
Calcoliamo le derivate:

y(t)=Ae? —3Ate y'(t) = —6Ae " 49Ate™
Sostituendo nell’equazione non omogenea risulta:
—6Ae " 49Ate ™ 1247 —GAte ™ —3Ate ™ = —4Ae7 =
dunque A = —1/4 e quindi 'integrale generale ¢

1
y(t) =cy €' +cy e —Zte I,

2. 11 dominio K ¢ chiuso e limitato, la funzione ¢ continua, dunque esistono il
massimo e il minimo. Risolviamo il sistema V f(z,y) = (0,0) per trovare i
punti stazionari liberi.

fo=322=0,
= =0, y=0.
fy:2y:Oa

In questo punto abbiamo f(0,0) = 0. Usiamo il metodo dei moltiplicatori di
Lagrange per cercare i punti stazionari sulla parte della frontiera dove 22 +y? =
4. Definiamo la funzione L(x,y,\) = 2* + y? — A\(z? + y* — 4) e troviamo i
punti stazionari vincolati risolvendo il sistema:

37% — 2 z = 0 (32 —2)\) =0
2y —2\y =0 —= 2y(1—=X) =0
2y =4. 2 +y?=4.
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Dalla seconda equazione abbiamo: y = 0 oppure A = 1.

Per y = 0, dalla terza equazione abbiamo z = 42, ma solo il punto (—2,0)
appartiene a K e f(—2,0) = —8.

Per A = 1 risulta x = 0 oppure z = 2/3. Per x = 0, dalla terza equazione
abbiamo y = £2, ma solo il punto (0,2) appartiene a K e f(0,2) = 4. Per
r = 2/3, dalla terza equazione abbiamo y?> = 4 — 4/9 = 32/9. Dunque
y = +44/2/3, ma solo il punto (2/3,4+/2/3) appartiene a K e f(2/3,4v/2/3) =
104/27 ~ 3.85.

Sulla parte della frontiera dove y = x, la funzione diventa g(z) = 23 + 22. La
derivata ¢ ¢'(z) = 3% + 2z = 2(3z + 2), ed essa si annulla per z = 0 oppure
x = —2/3. Lorigine & gia stata considerata, mentre f(—2/3,—2/3) = 4/27 ~
0.14.

Infine dobbiamo considerare i punti di intersezione tra la circonferenza e la
retta; risulta:

F(V2,V2) =2vV2+2~ 482,  f(—V2,—V2) = —2V2+ 2~ —0.82.

In conclusione
m}e{mxsz\/ﬁ—I—Z, m[}nf:—&

. Per calcolare il volume dell’insieme G & opportuno utilizzare la formula di

integrazione “per strati”. La sezione G, = { (z,y); #* +4* < 2z} ¢ un cerchio
di raggio 1/z, quindi la sua misura & 7 z. Allora il volume di G &

4 274
1
m(G):///Gldxdydz:/l mzdz=m {%] :?571
1

. La superficie laterale ¥ ¢ cartesiana in quanto z = 22 + y? e abbiamo 1 <
2% + y? < 4. L’elemento d’area &

do = /1 + 422 + dy? dedy = /1 + 4(a? + 32) dady .

Usando le coordinate polari, otteniamo

2 2 1 2
/1daz/ dﬂ/ \/1+4Q2QdQ:27T§/ V1+40*8o0do
2 0 1 1
9 2
:% [§(1+4Q2)3/2] - (17\/ﬁ—5\/5) .

7r
, 6
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La parte restante della frontiera e costituita da due cerchi rispettivamente di
raggio 1 e 2 e in definitiva

A(BG) = 57 + % (1Nﬁ - 5\/3) .

. La funzione f & definita in R e f € L'(R), allora f € CO(R).
Poniamo

1 . _
)= = g =me
Poniamo
1 A .
h _ — h&) = —l€|+2i

Infine f(x) = h(x) cosz per cui

Frey T e 42i(e41) | —|E—1]+2i(e—1)
f&) =75 (e +e ) -
2
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Compito di Analisi Matematica II del 3/02/14

C.d.L. in Ingegneria Industriale (D.M. 270)

. Calcolare 'integrale generale dell’equazione differenziale
/() + 24/ (1) — 3y(t) = o

. Determinare, se esistono, il massimo e il minimo della funzione f definita da
f(z,y) = 23 + y? nell’insieme

K:{(az,y); w2 4y < 4, ny}.

. Scrivere la serie di Fourier di soli coseni per la funzione f definita da f(z) = e”
per z € [0, 1] e precisarne il tipo di convergenza.

. Calcolare il volume dell’insieme

G={(ry2); 222 +¢y*, 1<2<4}.
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Soluzione del compito del 3/02/14

1. 2. 4. Vedi la soluzione del compito precedente.

3. Per ottenere lo sviluppo in serie di Fourier di soli coseni, dobbiamo considerare
il prolungamento pari f, della funzione e dunque abbiamo 7" = 2 e w = 7. Per
la parita degli integrandi, i coefficienti di Fourier sono:

1 1
a0:2/ f(x)da:zQ/ e’ dr =2(e—1).
0 0
Per k& > 1 abbiamo
1 1
ag = 2/ f(z) cos(kmx) de = 2/ e” cos(kmz) dx
0 0

1 oot
=2 {k_ e” sin(k;mc)] - E/o e’ sin(kmz) dx

T 0
1

:{ 2 excos(k:mc)}

1
*cos(kmx) d
122 /0 e’ cos(kmx) dx

T 122
o kAm

2 9 1
272 ((=1)%e—1) k27r2/0 e’ cos(kmx) dx

Riportando l'integrale al primo membro e dividendo per il coefficiente, conclu-

diamo:
2

RN
Dunque la serie di Fourier ¢

(=1)Fe—1).

ag

“+oo

2((—1)k6—1)

e—1 + Z WCOS (k?T:C) .
k=1

Questa serie converge uniformemente in R poiché la funzione f, ¢ continua.
La serie converge anche totalmente.
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47 Compito di Analisi Matematica I del 19/02/14

C.d.L. in Ingegneria dell’Informazione (D.M. 270)

1. Risolvere 'equazione differenziale

3

(4 y(t) sin(2t)) .

sint

Y +ay(n) S =

2. Calcolare la lunghezza della curva

conte0,2].

3. Stabilire se il campo vettoriale

F@w):( 21y 1 )

(1+22)2 1+

e conservativo. In caso affermativo, calcolarne un potenziale.

/// ryz? dedydz,
D

dove D = {(z,y,2) eR* 0<z <1, —x<z<uz o+2<y<4}.

4. Calcolare 'integrale triplo

5. Calcolare la Trasformata di Fourier della funzione

fz) =

X
@17

I primi quattro esercizi sono stati assegnati per il C.d.L. in Ingegneria Industriale.
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Soluzione del compito del 19/02/14

1. L’equazione differenziale & un’equazione di Bernoulli con o = 3/4; essa ha

la soluzione stazionaria y(t) = 0. Per y # 0, possiamo dividere per 3%/* e

otteniamo )
Y 4y(t) sint

y3/4 y3/4 cost

sin®(2t) = 8sin®t cos® t.

1-3/4 1/4

Utilizziamo la sostituzione w = y
otteniamo l’equazione lineare:

= y/*, da cui w' = iy*3/4 y'. Allora

sint sint
=8sin®tcos®’t = W 4w = 2sin®tcos’t.

4w’ + 4w
cost coSs

Per usare la formula risolutiva, calcoliamo:

At) = / st dt = —log(cost),

cost

da cui

2sin® ¢ cos® ¢
w(t) = cost (c—l—/—tdt> = cost (c+/251n3t0052tdt).
cos

Calcoliamo 'integrale usando l'identita sin® ¢ = sint(1 — cos®t). Allora

/QSiHStCOSQtdt = /ZSint(l — cos?t) cos® t dt

>t ot
—/QSint(COSQt—COS4t)dt——2 <CO; —CO; ) )

da cui concludiamo:

cos3t  cos®t\\"
t) =cos*t (c—2 —
y(t) = cos (c ( 3 z ))

2. Risulta

2 2
L:/ \/1+(\/§t)2+t4dt:/ V1422 4 dt
0 0
2 2 43 2 14
:/ \/(1+t2)2dt:/(1+t2)dt: L L g
0 0 3 373

0
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3. Il campo vettoriale F' ¢ definito su R?. Verifichiamo se ¢ irrotazionale.

0 2uxy 2x

Oy L+~ (L+7

o[ 1 . 2x
Or \ 1+a22) (1+22)2°

Il campo vettoriale F ¢ irrotazionale e R? & convesso, quindi F & conservativo.
Integrando la seconda componente, otteniamo:

1 (0
/(—1_1_902) dy——1+x2+c(x).

Derivando rispetto a x otteniamo

0 Y o 2xy b 2wy
oz ( 1+ 22 +c(a:)) T (1 22)2 +c) = (14 22)2

Dunque ¢/(z) = 0. Allora un potenziale si ha per ¢(x) = 0 e cosi otteniamo il
potenziale

__ Y
1+ 22

4. L’insieme D e normale, dunque dalla formula di riduzione otteniamo:

1 T 4 1 1 T
/// ry2? dedydz :/ xdx/ 22 dz/ ydy = - / xdx/ 22 [y2}4 dz
D 0 —x Ttz 2 0 —x v

1 1 x
25/ xdx/ 22 (16—x2—2x2—z2) dz
0 —x
1 T 1 3 5 5
:/xda:/ 22(16—x2—22)dz:/x(16x__x__$_
0 0 0 3 3 5
1 1

|
= — 80z — 5% —32%) de = — (16— = ) = ——.
150("” ’ x>x15( 7) 105

5. La funzione ¢ in L'(R), reale e dispari, quindi la sua trasformata ¢ immaginaria
T

pura e dispari. Si verifica immediatamente che la funzione f(x) = m e
x

la derivata della funzione

1 1 1 1 1
g(z) = T w4 31t :—gh(x/Q)a
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dove h(x) = Allora, usando la regola sul cambiamento di scala,

1+ 22

e =med = ) =—F .

Usando la regola sulla trasformata della derivata, concludiamo

fle)y= -5 el
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48 Compito di Analisi Matematica IT del 13/06/14

C.d.L. in Ingegneria dell’Informazione

1. Risolvere il problema di Cauchy

y'(t) — 4y’ (t) + 8y(t) = ¢,
y(0) =0, y'(0)=0.

2. Determinare il massimo ed il minimo assoluti della funzione
fla,y) = 2 + % + day
nell'insieme K = {(z,y); 2*+y* <1,y >0}.

3. Calcolare 'integrale triplo

2 +y? + 2%) dodydz
( Y yaz,
D

dove D = {(z,y,2) €R’; 22> 0, 2° +y* +2° <4, 2> +y> <1},

4. Calcolare I'integrale di superficie

1
/—4d0
A
doveE:{(x,y,z)€R3; z=1/\/2%+ 12, 1§z§2}.

5. Calcolare I'antitrasformata di Laplace della funzione

241

I = D559

Come compito per il C.d.L. in Ingegneria Industriale e i corsi del D.M.509 sono stati
assegnati i primi 4 esercizi.
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Soluzione del compito del 13/06/14

1. L’equazione differenziale ¢ lineare a coefficienti costanti non omogenea. Tro-
viamo l'integrale generale dell’equazione omogenea associata risolvendo I'equa-
zione caratteristica

A4\ +8=0.

Otteniamo le radici complesse coniugate A = 2+ 2, percio 'integrale generale
dell’equazione omogenea associata ¢

y(t) = c1 €* cos 2t + ¢y e* sin 2t .

Poiché il termine noto non e soluzione dell’equazione omogenea associata,
cerchiamo una soluzione particolare dell’equazione non omogenea del tipo

1
y(t) = A e'. Sostituendo nell’equazione troviamo A = 5 percio l'integrale

generale dell’equazione non omogenea ¢

2t 2t - 1 t

y(t) = c1 e cos2t + ¢y e sin 2t + 5 e
Imponendo le condizioni iniziali, poiché
1
Y (t) = 2c; €* cos 2t — 2¢; e* sin 2t + 2cy €* sin 2t + 2¢y €* cos 2t + : et

otteniamo

c1 + % =0

2C1+202+ %:O
Dunque la soluzione e

1
y(t) = = (— et cos 2t + 5 e? sin 2t + et) .

2. Il dominio K e chiuso e limitato quindi la funzione continua f ha massimo e
minimo in K.
Risolviamo il sistema V f(z,y) = (0,0) per trovare i punti stazionari liberi.

fe=20x+4y =0,
fy=2y+4x =0,
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In questo punto abbiamo f(0,0) = 0.

Studiamo la funzione f sulla circonferenza unitaria. Usando il metodo dei
moltiplicatori di Lagrange, definiamo la funzione L(z,y, \) = 2% + y? + 4y —
A(x? + 9% — 1) e troviamo i punti stazionari risolvendo il sistema:

20 4+4y =2 x =0
2u+4x — 22y =0

224+t =1.
Sommando la prima e la seconda equazione, otteniamo
6(r+y)—2\z+y) =0 (x+y)B3—=A) =0
2u+4xr — 2 \y =0 - y+2r—Ay=20
24+t =1. 224+t =1.
Dalla prima equazione abbiamo y = —x oppure A = 3. Per y = —z, dalla

terza equazione segue r = +1/4/2 e dunque y = F1/v/2. Solo la coppia
(—1/4/2,1/4/2) & accettabile e risulta

f < 1 1 ) B
v2'v2)
Nel caso A = 3, dalla seconda equazione otteniamo y = z. Allora dalla
terza equazione segue r = +1/4/2 e dunque y = +1/v/2. Solo la coppia
(1/v/2,1/+/2) & accettabile e risulta

7 ( 1 1 ) _5

V2 V2 '
Per y = 0 la funzione diventa f(z,0) = 2%, che ha minimo in # = 0 con valore
0 e massimo in z = 41 con valore 1. Confrontando i valori trovati concludiamo

che
m}z{xxf:?), ménf:—l.

. Possiamo integrare in coordinate cilindriche (g, 1, z), nelle quali abbiamo
0<0<1,0<89<21re0<2z<4/4— 02 Allora I'integrale vale

27 1 £/ 4— 02
/// (2% +y* + 2%) dedydz = / dﬁ/ gdg/ (0* +2%)dz
D 0 0 0

1 L3 V4 1 (4— 92)3/2
:27/ {922+—] QdQIQT(/ (g2 4—Q2+—) odo
0 3 0 0 3

posto 4 — p? = t? e dunque pdp = —t dt, otteniamo
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V3 3 3 572
t 4t 2t

:—27r/ ((4—t2)t+—>tdt:27r [———]

9 3 3 15 | 5

32 64 6v/3 A7
o= —-=_4 ) = = (16 — .
7r<3 I V3 + 5) = (16 7V3)

Il dominio d’integrazione D.

. La superficie ¥ ¢ cartesiana in quanto z = 1/4/2? +y? e abbiamo 1/2 <

v x? +y? < 1. Risulta:
p=@"+y")V ==+ ) e, oz =@+ 7).

L’elemento d’area &
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Usando le coordinate polari, otteniamo

1 2 1 /1 4 2 1
/—daz/ dﬁ/ 94#@@:—%/ 40°\/1 4+ o*do
X 0 1/2 0 1/2

24 4

9 ! 122 1\%?
_T Z(1 4 04?2 _T i__ 14+ —
2 13 e 2\ 3 3 16

_ <2\/§ - 17¢1_7> _

3 192

5. La decomposizione in fratti semplici della funzione f e:

A Bs+C 2 s+ 3
f(s) = + = = - .
s+1 s2+2s+2 s+1 s?2+2s+2
Dunque
2 s+ 1 2
f(s) =

s+1 (s+12+1 (s+12+1’
ed allora, utilizzando la regola sulla trasformata della funzione di Heaviside,
del seno e del coseno, e la regola sulla trasformata della modulazione, si ottiene

F(t)=2e"—e'cost —2e "sint.

La funzione F' si puo ottenere ancora piu rapidamente usando la Formula di
Heaviside.
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Compito di Analisi Matematica IT del 30/06/14

C.d.L. in Ingegneria dell’Informazione

Risolvere il P.d.C.

y'(t) = 3y (1) + 2y (t) = e* +2,
y(0) =1, ¢'(0) =0.

Determinare gli eventuali punti di massimo o di minimo relativo della funzione
(z,y) = log(zy) _1 _2
f(x, og(ry) + — +

nell’insieme
E:{(a:,y)E]Rz; zy >0} .

Calcolare, utilizzando le coordinate cilindriche, I'integrale triplo

/// z dxdydz,
D

D:{(m,y,z)€R3; Pyt <4 2>

dove

z? + 12 }
Calcolare la lunghezza della curva

{x(t) = ¢’ cost,

y(t) = e'sint,
dove t € [0, 7].

Calcolare, con i metodi dell’analisi complessa, l'integrale

/+°° cos 2z
5 dz .
o T +4

Come compito per il C.d.L. in Ingegneria Industriale e i corsi del D.M.509 sono stati
assegnati i primi 4 esercizi.
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Soluzione del compito del 30/06/14

1. L’equazione differenziale ¢ lineare a coefficienti costanti non omogenea. Tro-
viamo l'integrale generale dell’equazione omogenea associata risolvendo 'equa-

zione caratteristica
N —3)2+2=0.

Otteniamo le due radici A = 1,2, percio l'integrale generale dell’equazione
omogenea associata ¢
y(t) = C1 e +Co th .

Poiché il termine noto e la somma di una soluzione dell’equazione omogenea
associata e di un termine costante che non ¢ soluzione dell’equazione omoge-
nea, cerchiamo una soluzione particolare dell’equazione non omogenea del tipo
y(t) = At e* +B. Derivando otteniamo

Y (t) = Ae* 12Ate* y'(t) = 4Ae* +4Ate*

Sostituendo nell’equazione troviamo A =1, B = 1, percio 'integrale generale
dell’equazione non omogenea ¢

y(t) = cr e’ +cye® +te* +1.
Imponendo le condizioni iniziali, poiché

Y () = c; € +2co e 4 e* +2t e

otteniamo
cpte+l1=1 c1+c=0
=
cL+2c0+1=0. co+1=0.
Dunque ¢5 = —1, ¢; = 1 e la soluzione ¢

y(t) = e —e* +te? +1.

2. Il dominio e I'aperto formato dal primo e terzo quadrante.
Risolviamo il sistema V f(x,y) = (0,0) per trovare i punti stazionari liberi.

1 1 xr—1
= — — = :07
/ x a2 2
_— r=1, y=42.
1 4 y? —4
fy:———: :O7



La coppia (1, —2) non appartiene al dominio, mentre (1,2) appartiene al do-
minio.
Per stabilire il carattere dell’'unico punto critico studiamo la matrice hessiana.

1 2 1 12

fxx:_ﬁ‘{';a fa:y:O7 fyy:_E+Ea

e dunque nel punto (1,2) la matrice hessiana e

1 0
0 1/2 )
Gli autovalori 1 e 1/2 sono positivi, dunque il punto (1, 2) & di minimo relativo.

. Dalle disuguaglianze che definiscono il dominio otteniamo

2 2 2 . .2\2
.CE;)Ly <z<V4—22—9yy = %Sél—m?—y?

In coordinate cilindriche (o, 1, z), abbiamo
o
§§4_Q2 = 0" +90°-36<0.

Risolviamo la disequazione biquadratica. Posto ¢ = t, abbiamo t?49t—36 < 0
e quindi —12 < t < 3. In definitiva otteniamo 0 < p < V3 ed inoltre

2
0<d9<2re % < z < /4 — 0% Allora l'integrale vale

27 \/?: \/4—@2
/// zdxdydz:/ dﬁ/ ng/ zdz
D 0 0 0%/3
V3 [ 27V4¢ V3 1
_ _ 2 0
[ e [ )
0 2 0%/3 0 9
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Il dominio d’integrazione D.

4. La lunghezza della curva ¢ data dall’integrale della norma del vettore velocita,
cioe

/07r V(@ ()24 (y(1)2dt = /O7r V/(et(cost —sint))? + (ef(sint + cost))2 dt
= /7r \/GQt(QCOSZt—i-QSith) dt =2 /Wet dt =2 '] = V2(em—1).

5. Osserviamo che la funzione integranda e pari quindi

T os 2z 1 [T cos2zx
5 de = — dx .
o x*+4 2 J o 2?2+4

Per calcolare I'integrale su tutto R, consideriamo la funzione

eQiz

Z) =
9(2) 22+ 4

che ha due poli semplici in z = 327, e consideriamo il circuito ¢, formato dal
segmento [—7, 7] e dalla semicirconferenza re'? con 0 < 9 < 7. All'interno del
circuito (quando r > 2) c’e solo il punto z = 2¢ dove

‘ e?zz e—4 ie_4
Res(g(2),z = 2i) = {22] = =i
z=2
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Per il Teorema dei residui otteniamo

e2iz ,ie_4 e—4
/prg(z)dz:/OT22+4dz:—2wz =Ty

Per il Lemma di Jordan, l'integrale sulla semicirconferenza tende a zero per
r — oo, quindi uguagliando le parti reali otteniamo

T cos 2x 1 [T cos2z 1 oo iz o4
dr — - dr = ~R d2) =7
/0 214 2/_00 214" 26(/_00 214 Z) Ty
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50 Compito di Analisi Matematica II del 21/07/14

C.d.L. in Ingegneria dell’Informazione

1. Determinare 'integrale generale dell’equazione differenziale

1

V() ~yl) = o

utilizzando il metodo di Lagrange (di variazione dei parametri).

2. Stabilire se il campo vettoriale

F(z,y,2) = (y,x2+2,y)
e irrotazionale. In caso affermativo, determinarne i potenziali.

3. Calcolare massimo e minimo della funzione f(z,y, z) = 4 — z sull’ellisse inter-
sezione del cilindro 2% + y* = 8 con il piano z +y + 2 = 1.

4. Calcolare, usando le coordinate cilindriche, il volume di

D={(2,y,2) eR®; 2 +y*+2° <4, 2>1}.

5. Calcolare la trasformata di Fourier della funzione definita da

fa) = {1 ~ el per [z <1,

0 altrove,

precisando le principali proprieta di f e di f.

Come compito per il C.d.L. in Ingegneria Industriale e i corsi del D.M.509 sono stati
assegnati i primi 4 esercizi.
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Soluzione del compito del 21/07/14

1. L’equazione ¢ lineare del secondo ordine non omogenea. Studiamo prima l’e-
quazione omogenea.
L’equazione caratteristica & A? — 1 = 0, le cui soluzioni sono A\, = =+1,
pertanto l'integrale generale dell’equazione omogenea e:

y(t) =cy e +cp et

Usiamo il metodo di variazione delle costanti per ottenere una soluzione par-
ticolare dell’equazione non omogenea. Il sistema e

() et +ch(t) et =0

_ 1
ci(t) e —cy(t) e™F = e
. . . _ 1
Sottraendo la seconda dalla prima equazione abbiamo 2d,(t) e™" = “Tra
quindi dobbiamo risolvere
el 1 el 1
)= = t:——/—dt:——l 14 eh).
0= =5 e 0= | Tre sl ¢

Sommando la prima e la seconda equazione abbiamo 2¢}(t) €'

dobbiamo risolvere

, 1 1 1

1 T
= Tteb> qulndl

Usando la sostituzione e! = s, cio¢ t = log s, calcoliamo con il metodo dei
fratti semplici

w03 [airg e [ (e )

1 1 1
=3 (—logs——+log(1+s)) =3 (—t—e"+log(1+¢")).
s

In definitiva, I'integrale generale &

et ot
y(t) =c1 e +cy e’ +3 (—t—e"+log(l+e")) — -5 log(1 + €").
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2. Il campo F ¢ definito su tutto R?, quindi se ¢ irrotazionale ¢ anche conservativo.
Risulta:

or_,_on
dy Ox’
O _,_ ok,
0z Ox’
0, |0k,
0z oy’

dunque il campo e irrotazionale. Calcoliamo le primitive, integrando la seconda
componente rispetto a y

/(x+z)dy:xy+zy+c(a:,z).

Derivando la funzione ottenuta rispetto a x e a z e uguagliando alla prima e
alla terza componente del campo otteniamo che ¢ deve essere costante. Dunque
i potenziali sono f(z,y,z) = xy + 2y + c.

3. Lellisse K = {(x,y,2); 2> +y* =8, r+y+ 2z = 1} ¢ un insieme chiuso e
limitato quindi la funzione continua f ha massimo e minimo in K.
Dalla seconda equazione ricaviamo z = 1 — x — y. Sostituendo nella funzione
f e nella prima equazione, ne segue che dobbiamo cercare il massimo e il
minimo della funzione g(z,y) = 3 + x + y con il vincolo z? + y? = 8. Usando
il metodo dei moltiplicatori di Lagrange, definiamo la funzione L(z,y,\) =
3+z+y— ANx?+ y* — 8) e troviamo i punti stazionari risolvendo il sistema:

1—-2\x=0
1-2\y=0
2 +y? =8.

Confrontando la prima e la seconda equazione, otteniamo che z = y ed allora
dalla terza equazione otteniamo x = +2 e dunque y = 4+2. In questi due punti
risulta

g(2,2)=17, g(-2,-2)=-1.

In conclusione abbiamo

m}gxfz?, m[%nf:—l.
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4. Dalle disuguaglianze che definiscono il dominio otteniamo 1 < z < /4 — 2 — 12,
In coordinate cilindriche (o, 1, z), abbiamo

1<Vd—0? = p<V3.

In definitiva otteniamo 0 < p < V3edinoltre 0 <9 <2mel<z</4— 0°.
Allora il volume di D vale

27 V3 \/ﬁ
/// 1dxdydz:/ d@?/ ng/ ldz
D 0 0 1

\/g
271'/ <\/4—Q2—1> odp
0

V3
4 — 2)3/2 2
op | 4= 1T,

3 2 |,

L =
|

N | Qo

w1 oo

N——
Il
Ot

°°|>1

5. La funzione f ¢ reale e pari, percio f ¢ reale e pari. Poiché f ¢ a supporto
compatto, ¥ f € L'(R) per ogni k, percio f € C°°(R). Calcoliamo f usando
la definizione. Per £ # 0 otteniamo

P ! . 0 . 1 }
f(&) = / (1 —[x]) e dy = / (1+x) ot dx—f—/o (1—2x) e

1 -1

e—iT€ 0 0 o—izg e—iTE 1 1 —izg
= — d — d
{“+x)—%}4t/1—ﬁ x*[“ x)—%}o*é e
-5 - []
_5 _52 -1 5 _52 0

1 et e 1 2—2cosé

g g g’ @ e

Per ¢ = 0 otteniamo

/_11(1—]x\)da::2/01(1—x)dx:2 {x—x;h:l.
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51 Compito di Analisi Matematica II del 08/09/14

C.d.L. in Ingegneria dell’Informazione

1. Determinare i punti di massima e minima distanza dall’origine appartenenti
all’insieme
E = {(:c,y,z) e R x2+y2+22+xy:4} .

2. Risolvere il Problema di Cauchy

{ () + 5/ () + Gy(t) = e
y(0) = 1, (0) = 0.

3. Calcolare il seguente integrale doppio:

T
//T R Y dxdy ,

dove T ¢ il triangolo di vertici (0,0), (2,0), (0,2).

4. Calcolare I'area della porzione di superficie sferica data in forma parametrica
da
o(u,v) = (2cos(u) cos(v), 2 cos(u) sin(v), 2sin(u)) ,

con ¢ : [0,7/4] x [0, 27] — R3.

5. Calcolare la trasformata di Fourier della funzione definita da

fa) = {352 per |z] <1,

0 altrove,

~

precisando le principali proprieta di f e di f.

Come compito per il C.d.L. in Ingegneria Industriale e i corsi del D.M.509 sono stati
assegnati i primi 4 esercizi.
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Soluzione del compito del 08/09/14

1. Lellissoide E = {(z,y, 2); 2*+y*+2?+xy = 4 } & un insieme chiuso e limitato
quindi la funzione continua che fornisce la distanza al quadrato dall’origine
f(x,y,2) = 22 + y* + 2? ha massimo e minimo in E.

Usando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange, definiamo la funzione

L(z,y,2,\) = 2> + > + 22 = Na? +9° + 22 + oy — 4)
e troviamo i punti stazionari risolvendo il sistema:

20 =2z — Ay =0

20 — 2 \y — dx =0

22 —2Xz=0

2yt 2oy =4.
Dalla terza equazione 2z(1 — A) = 0 otteniamo z = 0 oppure A = 1.
Nel caso z = 0, sommando e sottraendo la prima e la seconda equazione,
otteniamo x = y = z = 0 che non e accettabile, altrimenti x+ = —y oppure

x = y. Allora dalla quarta equazione otteniamo x = +2 e dunque y = F2,
oppure z =y = 2/ V3. In questi punti risulta

F(£2,72,0) =8, f <i2/\/§, +2/1/3, 0) —8/3.

Nel caso A = 1, otteniamo x = y = 0 e z = £2, dove f(0,0,4+2) = 4. In
conclusione, indicando con d la funzione distanza dall’origine, abbiamo

maxd:2\/§, mind:2\/§.
E E 3

2. L’equazione ¢ lineare del secondo ordine non omogenea.
Studiamo prima ’equazione omogenea. L’equazione caratteristica ¢: A2 4+ 5\ +
6 = 0, le cui soluzioni sono \; = —2 e A\y = —3 pertanto 'integrale generale
dell’equazione omogenea é:

y(t) =c; e ey e,

Poiché il termine noto e soluzione dell’equazione omogenea, cerchiamo una
soluzione particolare dell’equazione non omogenea del tipo y(t) = At e72.
Calcoliamo le derivate:

y(t)=Ae? 2At e y'(t) = —4A e +4At e
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Sostituendo nell’equazione non omogenea otteniamo
—dAe M 4pAe = — A=1.
In definitiva, 'integrale generale &
y(t) =cy e dey et e,

Imponiamo le condizioni di Cauchy: abbiamo y(0) =¢; +¢c, =1, ¢/(0) =
—2¢1 — 3¢+ 1 =0, equindi ¢c; =2 e cg = —1. In conclusione la soluzione e
y(t) =2 e 2 —e 3t 4 e

3. La funzione ¢ illimitata in un intorno dell’origine, percio I'integrale va inteso in
senso generalizzato. Dalle disuguaglianze che definiscono il dominio otteniamo
0 <z <2e0 <y <z Consideriamo la famiglia di compatti invadenti
T.={(z,y); e<x<20<y<2—x}con0<e<2 Passeremo al limite
per € — 0", In coordinate cartesiane, abbiamo

1 2—x
// dxdy—/ dx/ ——dy:/ [arctan (Qﬂ dx
7. B2+ z 1+ (y/z)? x/le
2
:/ arctan( >dx—/ arctan (——1) dx
€ x €
2 S 1 2
= |x arctan | — — 1 + x—2—2dx
A A
Per ¢ — 07 il primo addendo tende a 0 e otteniamo
2 1 2 2 2
/S PR T VI -
x? +y? o 1+ (&%) x? o 222 —4dr+4
2 1 [? 20 —2+2
o el [,
0 2 —=2x+2 2 )y 2?2 —2x+2
1/2 202 2 p
= x
2o \22—224+2 14 (z—1)?

1 2 0
=3 [log(2? — 2z + 2)]  + [arctan(z — ]2 = 3

4. Calcoliamo la matrice Jacobiana della superficie ¢(u, v):

2 cos(u) cos(v) —2sin(u) cos(v) —2cos(u)sin(v)
2cos(u)sin(v) | = Dy(u,v) = | —2sin(u)sin(v) 2cos(u ) cos(v)
2sin(u) 2 cos(u)
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Allora otteniamo:

A? = 16 cos*(u) cos?(v), B? = 16 cos*(u) sin*(v),

C? = 16 (sin(u) cos(u) cos*(v) + sin(u) cos(u) si112(v))2 = 16 sin”(u) cos?(u) ,

da cui
A? + B? = 16 cos*(u), A? + B* + C* = 16 cos*(u) .

Dunque v A? + B? 4+ C? = 4| cos(u)], e allora
27 /4 27 /4
A(s&)z/ dv/ x/A2+BQ+O2du=/ dv/ 4| cos(u)| du
0 0 0 0

w/4
= 87?/ cos(u) du = 8w [Sin(u)]g/A‘ =47 V/2.
0

5. La funzione f e reale e pari, percio f e reale e pari. Poiché f e a supporto
compatto, z¥f € L*(R) per ogni k, percio fe C>*(R).
Se definiamo la funzione porta ps(x) = X[-11](x), sappiamo che py(§) =
2sin(€) /¢ (Esempio 7.3.3 degli Appunti del Corso). La funzione f assegnata
si ottiene come f(x) = x%py(z). Calcoliamo f usando due volte la regola di
trasformazione

F(xg(w)) =i De g(&)-
Quindi otteniamo (per & # 0):

fie) = e (i, (234))) = op, (£l Zem(O))

- <§2 cos(€) — €2 sin(€) — € cos(€) — 26(€ cos(€) — (o)
54
€ sin(©) + 26(Ecos(€) — sin(€)) _, € sin(€) + 26 cos(€) — 2sin(€)

¢! &

1
; 2
Per £ = 0 abbiamo f(0) = / 2 dr = 3

-1
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52 Compito di Analisi Matematica IT del 22/09/14

C.d.L. in Ingegneria dell’Informazione

1. Risolvere 'equazione differenziale

Y(0) = —lt) + 21— ) =0

2. Determinare il massimo ed il minimo assoluti della funzione

flz,y,2) =2 — 2z

su
E={2®+4y* +92* < 1}.

3. Calcolare I'integrale curvilineo della funzione f(z,y) = x+y> lungo il segmento
che congiunge i punti (0,0) e (1, 1).

4. Calcolare

/(x2 +y*)do
>

dove X ¢ la parte della superficie z = (2% + y2)_% delimitata dai piani z =1 e
z=2.

5. Determinare (se esiste) la trasformata di Laplace inversa della funzione

s+ 2

fs) = s3 —5s? +4s

Come compito per il C.d.L. in Ingegneria Industriale e i corsi del D.M.509 sono stati
assegnati i primi 4 esercizi.
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Soluzione del compito del 22/09/14

1. Si tratta di un’equazione lineare del primo ordine non omogenea. Abbiamo

1
Alt)=— | ——dt = —log(1 +1¢
()=~ [ g dt = —Tog(1+1)

e quindi l'integrale generale e

y(t) = elost+t) (c + /2(t2 — 1) e loel+D) dt)

= (141 (c+/2(t2—1)%+tdt)
=(1+1) (c+2/(t—1) dt> = (1+1t)(c+t*—2t) .

2. L’insieme E & un ellissoide chiuso e limitato, la funzione f ¢ continua, dunque
essa ha massimo e minimo in F.
I gradiente di f e Vf(x,y,z) = (22,0, —1) dunque non esistono punti stazio-
nari liberi.
Usiamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange per cercare i punti stazionari
sulla frontiera. Definiamo la funzione

L(ZL’,y, 2 )‘) =z’ —2— )\(1'2 +4y2+922 — 1)

e troviamo i punti stazionari risolvendo il sistema:

20— 2 x =0
-8y =0
—1—-18Az =0

2?2+ 4yt + 922 =1.

Dalla seconda equazione y = 0 oppure A = 0. Dalla prima x = 0 oppure A = 1.
Il caso A = 0 non e accettabile, dunque deve essere y = 0. Per A = 1, otteniamo
z = —1/18 e allora dalla quarta equazione otteniamo

1 V35
v 36 . 6

In questi punti risulta

(Eant)-Eo 1ot

6 7 18] 36 18 36°
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Nel caso = 0, otteniamo 2% = 1/9, e dunque f(0,0,1/3) = —1/3 e f(0,0,-1/3) =
1/3. In conclusione abbiamo
37 1

mgxf:%, mElnf:—

. Il segmento si parametrizza come (t) = (t,t) con t € [0,1]. Allora [|¢/(t)] =
V2 e l'integrale curvilineo della funzione f(z,y) lungo ¢ vale:

[Ofds:/ol(t+t3)ﬁdt:¢§ (%+}L) :z\/g

. Poiché la superficie z = (22 4 y?)~'/? ¢ cartesiana, I’clemento d’area &

ZL‘2 y2
1 )2 2dxdy = 4|1
\/ + (Z ) + (Zy) ray \/ + ([)32 _|_y2)3 + (x2 _|_y2)3

m
VI @R

(2% +y?)

dxdy

Allora l'integrale da calcolare e

/ (2% + y*) 1+ (22 + y?)2dady .
D

Calcoliamo l'integrale in coordinate polari. Poiché 1 < z = 1/p < 2, risulta
1/2 < p <1 e dunque

27 1
/($2+y2)\/1+($2+y2)2d93dy=/ dﬁ/ o*\V1+otodo.
D 0 1/2

Usiamo il cambiamento di variabile t? = 1 + ¢*, da cui ¢* = ¢ — 1 e dunque
40% dp = 2t dt. Allora otteniamo:

V2o, £37v2 2V/2  1TVIT
2m —t*dt = W[—i| = — .
Vi7/a 2 EANG 3 192

. Le radici del denominatore sono s =0, s =1 e s = 4. Utilizzando il metodo
dei fratti semplici si ha

s+ 2 _A+ B n C
s—4 s-—1

3 —5s2+4s s
(A+ B+ C)s? — (bA+ B+4C)s +4A
s3 — 5s? 4+ 4s ’
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Dunque dobbiamo risolvere il sistema

A+B+C=0 ) 1
5A+B+4C=-1 = A=g, B=;, C=-1.
4A =2

In conclusione 'antitrasformata di f e

F(t) =< (e —2€"+1) H(t).

N —
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53 Compito di Analisi Matematica II del 29/10/14

C.d.L. in Ingegneria dell’Informazione

1. Studiare la convergenza puntuale e totale della serie di funzioni
3 <6_x) ’“
= \4+ x?
2. Dopo averne discusso l'esistenza, trovare massimo e minimo della funzione
fle,y) = a® + 2y — wy
sull'insieme £ = { (z,y) e R?: 0 <z <y<1}
3. Risolvere il problema di Cauchy per 'equazione differenziale
y'(t) + 2/ () + by(t) =e ™,

con le condizioni iniziali

4. Calcolare I'area della superficie

z(u,v) = u — sinu,
o(u,v) : < y(u,v) = (1 — cosu) cos v,

z(u,v) = (1 — cosu)sinw,
con (u,v) € [0,2r] x [0, 27].

5. Calcolare, con i metodi dell’analisi complessa, l'integrale

+oo 2
/ T dz .
oo 14t

Come compito per il C.d.L. in Ingegneria Industriale e i corsi del D.M.509 sono stati
assegnati i primi 4 esercizi.

221



Soluzione del compito del 29/10/14

6x

4+ 22
In questo modo otteniamo la serie geometrica, che ha raggio di convergenza

o=1 e per cui
- 1
th:? lyl <1,
h=0 Y

con convergenza assoluta in (—1, 1) e totale in (—7,7) con 0 < r < 1. Ritornia-
mo nella variabile x. Osserviamo che la funzione ‘ 4_?9; 2| e pari, dunque basta
considerare il caso z > 0. Risolviamo il sistema

1. La serie si riconduce ad una serie di potenze con la sostituzione y =

6x x? — 6z + 4

<1
44 x2 = 4+ 22
x>0 z>0.

> 0

Poiché il denominatore ¢ positivo e le radici del numeratore sono x5 = 3:|:\/5,
otteniamo

z€[0,3—v5) U3+ V5, +).

Tenendo conto della simmetria, concludiamo che la serie data converge asso-

lutamente in (—oo, —3 — VE)U (—3+ V5,3 — \/5) U3+ V5, +00) e converge

totalmente in (—o0, —b] U [—a,a] U [b,4+00) con 0 < a <3 —+/5eb >3+ /5.
2+ 4

L dell ' le ——F.
a somma della serie vale 7 6rrd

2. L’insieme E ¢ il triangolo chiuso e limitato con vertici in (0,0), (0,1) e (1,1),
la funzione f & continua, dunque essa ha massimo e minimo in E.
La funzione nei vertici vale f(0,0) =0, f(0,1) =2e f(1,1) = 2.
Il gradiente di f ¢ Vf(x,y) = (2o —y, 4y — x) dunque I'unico punto stazionario
e lorigine che ¢ gia stata considerata.
Studiamo la funzione sulla frontiera. Su x = 0 otteniamo la funzione g(y) =
29% che ha derivata nulla solo in 4 = 0. Analogamente su y = 1 otteniamo la
funzione g(z) = 2* — x + 2 che ha derivata nulla solo in x = 1/2, e f(1/2,1) =
7/4. Infine su y = z otteniamo la funzione g(z) = 2% che ha derivata nulla
solo in x = 0. In conclusione, confrontando tutti i valori ottenuti, abbiamo

mgxsz, mblnf:().

3. L’equazione ¢ lineare del secondo ordine non omogenea. Studiamo prima 1’e-
quazione omogenea. L’equazione caratteristica ¢: A2 + 2\ +5 = 0, le cui
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soluzioni sono \; = —1 + 2i e Ay = —1 — 2¢ pertanto l'integrale generale
dell’equazione omogenea e:

y(t) = c; e "cos2t + ¢y e 'sin 2t.

Poiché il termine noto non e soluzione dell’equazione omogenea, cerchiamo
una soluzione particolare dell’equazione non omogenea del tipo y(t) = A e
Calcoliamo le derivate:

yt)=—-Ae", y't)y=Ae".

Sostituendo nell’equazione non omogenea otteniamo
—t —t —t —t 1
Ae"—2Ae"+hAe " =e = A:Z‘

In definitiva, I'integrale generale ¢
—t

e
y(t) = c1 et cos2t + ¢y e 'sin 2t + T

Imponiamo le condizioni di Cauchy: derivando l'integrale generale abbiamo
/ _ —t —t . —t . ¢ e_t
Y (t) = —c1 e cos2t —2¢y e 'sin2t — cg €' sin 2t + 2¢9 €7 cos 2t — T
edunque y(0) =c1+1=1, ¢ (0)=—-c1+2c2—1=2,equindic; =3/4e
co = 3/2. In conclusione la soluzione &

—t
y(t) = eT (3¢ "cos2t+6 e "sin2t+1).

. Calcoliamo la matrice jacobiana di ¢. Abbiamo:

1 —cosu 0
Dp(u,v) = | sinucosv —(1 — cosu)sinv
sinusinv (1 — cosu) cosv

da cui segue

A = sinu (1 — cosu)(cos® v + sin?v) = sinu (1 — cosu)
B = —(1 —cosu)*cosv

C =—(1—cosu)’sinv.
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L’elemento d’area 0 = VA2 + B2+ (C? ¢
VA2 + B2+ (C? = \/sin2u 1 —cosu)?+ (1 —cosu)icos?v + (1 — cosu)tsin®v

\/sm u (1 —cosu)?+ (1 — cosu)*

\/1—cosu (sinu + 1+ cos2u — 2cosu )
2(1 — cosu)3.

Allora l'integrale da calcolare (sfruttando la proprieta di simmetria di cosu
rispetto all’asse u = ) &

2m 2m T
/ dv V2(1 — cosu)? du = 4r / V2(1 — cosu)? du.
0 0 0

Calcoliamo l'integrale usando la sostituzione 1 — cosu = t?. Risulta u =
arccos(1 — t?), e dunque (sostituendo e integrando per parti)

47/ V2(1 — cosu)? du—47r/ v/ 216 dt

(1 —1?)?

—471'\/_/ \/7dt 4%\/_/ \/r
= 471/2 ([ 2t2\/—t2}0ﬁ+/ 4tﬂdt>

0
_42\3/27V2

— 472 {_M} :%W.

3 0 3

. Osserviamo che la funzione integranda e continua su R ed infinitesima all’in-
finito come 1/2?, dunque l'integrale improprio ¢ convergente. Per calcolare
I'integrale su tutto R, consideriamo la funzione

2’2

o9& =15

che ha quattro poli semplici nelle radici quarte di —1, cioe in 25 = (1£14)/ V2
e 234 = (—141i)/v/2. Consideriamo il circuito ¢, formato dal segmento [—r, 7]

e dalla semicirconferenza r€'? con 0 < ¢ < 7. All'interno del circuito (quando
7 > 1) ci sono solo i due punti z; 5 = (£1 +14)/v/2. Abbiamo

Reslgls). 2 =) = {é] . [i] s A +1z')/\/§ - ﬁ(é =
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R B 1 V21 +9)
Rt IS = v S el

Per il Teorema dei residui otteniamo

/ 9(z)dz = 2mi <\/§<1_Z) - \/5(1+Z)> =2mi (—Qﬁi> -

8 8 8 V2

L’integrale sulla semicirconferenza tende a zero per r — 0o, quindi concludia-
mo che

T

+o0 x2 T
/ de = —.
oo 1+t V2
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54 Compito di Analisi Matematica IT del 17/04/2015

C.d.L. in Ingegneria dell’Informazione

1. Dopo averne discusso l'esistenza, determinare, esplicitando il vincolo, gli estre-
mi della funzione

flzy) =2+ 3y

soggetti al vincolo

.ZUQ y2
il 1=o.
R

2. Risolvere 'equazione differenziale

' () + 2y(x) tan z = (sin 22)y*(z), —g <z < g

3. Calcolare il volume del solido S intersezione del cilindro
22 +y? — 22 < 0 con la sfera 22 + y? + 2% < 4 nel semispazio z > 0.

/z2do
>

dove ¥ e la porzione di superficie sferica individuata da

4. Calcolare

S={(r,y,2) eR®; 2? + >+ 22 =4, 2 +¢* <1, 2>0}.

5. Calcolare la trasformata di Fourier della seguente funzione f, precisando prima

A

le proprieta di f e di f,

f(x):{x per —1<z<1,

0 altrove.

Come compito per il C.d.L. in Ingegneria Industriale e i corsi del D.M.509 sono stati
assegnati i primi 4 esercizi.
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Soluzione del compito del 17/04/2015

1. II vincolo e un’ellisse, dunque un insieme chiuso e limitato, la funzione f e
continua, pertanto essa ha massimo e minimo nell’insieme dato.
L’insieme & formato da soli punti di frontiera. Ricavando x? e sostituendo nella
funzione f, otteniamo la funzione

2

9(y) :4(1—9—) +3y, yel-3,3].

9
. . , 8y . ) 27
La derivata di g vale ¢'(y) = 3 — 5 che si annulla solo in y = — ¢ [-3,3].
Negli estremi dell’intervallo risulta g(3) = 9 e g(—3) = —9. In conclusione,

confrontando tutti i valori ottenuti, abbiamo

max f =9, min f = —9.

2. L’equazione ¢ di Bernoulli con o« = 2. Possiamo risolverla con la sostituzione
w =y = y ! e dunque w' = —y 2y'. Dividendo 'equazione per y? e
sostituendo otteniamo

—w' 4 2w tan z = sin 2x ossia w' —2wtanx = —sin 2x .

La soluzione generale dell’equazione si ottiene dalla formula

w=e 4@ (c — /eAOC) sin 2z dx) ,

Ax) = /(—2 tanz) dr = 2log(cos z) = log(cos® x)

dove

Dunque:

1 1
w = c—/cost sin2zdr | = C—/Q(COSSSE) sin x dx
cos? cos? x

1 ( cos4x)_c+cos4:c
— 5 _ oY

cos? x 2cos?x

In definitiva



3. Possiamo integrare in coordinate cilindriche (g, ¥, z), nelle quali abbiamo
0> —20cost <0, o*+22<4,
e dunque

—S<UST, 0<p<2esd, 0<2<yA- g

| N

Allora il volume vale

2 cos? 4—92 w/2 2 cos v
/ dﬂ/ ng/ dz:2/ dvy Va4 —o0*odo
—7/2 0 0

_2/7r _( —9)3/2 2cosd dﬁ—g/W/Q §_(4_4008219)3/2 o
) 3 0 ) 3 3

16 [™/? 8t 16 [/

=2 (=si0) a9 =" [ ((1-cos’d)sinv) dv
3 Jo 3 3 J
_8m 16 o cos P8 16 ( 1\ _8r 32
3 3 3], 3 3 3) 3 97

4. La superficie ¥ ¢ il grafico della funzione z = /4 — 22 — 2. Il dominio che
dobbiamo considerare & By = { 2% + y? < 1}. L'elemento d’area ¢

x? y? 2
da\/1+4 + _yzdxdy—ﬁdxdy.

— 22— 24— 22 — 22—y

Usando le coordinate polari, otteniamo che il dominio ¢ dato da 0 < p <1le
0 < ¢ < 27, pertanto

2
ZQdO':/ 4—a% —9?) ———— dad
/ K ) g iy
27 1
:/ dﬁ/ 2v/4 — 0% odp
: 1 0 Ty
_ a3 2 -
47r{ 3(4 0%) } 37‘(‘(8 3\/§>

0

5. Osserviamo che la funzione f ¢ a supporto compatto, quindi 2*f € LY(R) per
ogni k£ € N e dunque f € C*°(R). La funzione f ¢ reale e dispari, quindi la
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trasformata ¢ immaginaria pura e dispari. Usiamo la definizione per calcolare
la trasformata. Risulta f(0) = 0. Consideriamo & # 0 e otteniamo

1 ) e—iz ! 1 g—iag
x)e " dg :/ xe " dp = {x - ] —l—/ — dx
/Rf( ) -1 —Zf 1 -1 Zf

o—i€ 3 [ o—izé } 1 o~ 4 oi6 i _ it
=— t—+ |— =i +
R ) I Z
_2cosé 2isiné Y (fcosf—sinf)
3 £ &?

In alternativa, con riferimento all’Esempio 7.3.3 nelle dispense e utilizzando la
regola per la trasformata di zu(x), si ottiene immediatamente il risultato.
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Compito di Analisi Matematica II del 25/01/16

C.d.L. in Ingegneria dell’Informazione (D.M. 270)

Dopo averne discusso 'esistenza, determinare gli estremi della funzione

f(z,y) = 2> +y* — 3zy

nell’insieme
E={(z,y);0<2<2, 0<y<2—x}.

Risolvere il problema di Cauchy

Calcolare 'integrale triplo

2+ y? + 42°) dadydz
( Y Y
K

K={(z,y,2); 2> +9y* +42* <1}

nell’insieme

Calcolare I'area della superficie individuata da
Y={(z,y,2) €R®; z=/a2 +y2, 2® +4y* <4} .
Risolvere, mediante la trasformata di Laplace, il problema di Cauchy

Y+ 4Y = F(t),
Y(0)=0, Y'(0)=2,

dove

F(t) = sint per 0<t<m,
0 altrove.
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Soluzione del compito del 25/01/2016

1. L’insieme e un triangolo chiuso e limitato, la funzione f & continua, quindi
esistono il massimo e il minimo di f. I vertici sono (0,0), (2,0) e (0,2).
Cerchiamo i punti dove il gradiente si annulla.

20 — 3y =0
Ly I'unico punto critico ¢ (0,0) e f(0,0) =0
2y =3z =0,

Consideriamo il vincolo y = 0, sul quale g(z) = f(x,0) = z% con 0 <z < 2. 1l
minimo ¢ 0 e il massimo e 4.

Consideriamo il vincolo x = 0, sul quale g(y) = f(0,y) =y* con 0 <y < 2. 1l
minimo e 0 e il massimo e 4.

Consideriamo il vincolo y = 2 — x, sul quale

g(x)=f(x,2—z)=2"+(2—2)* - 32(2 —2) = 52> — 10z + 4,

con 0 < x < 2. Derivando otteniamo ¢'(z) = 10x — 10 = 0, e dunque z = 1
in cui g(1) = f(1,1) = —1. T vertici sono gia stati considerati e dunque,
confrontando i valori della funzione f nei punti ottenuti concludiamo:

mgxf:f(Q,O):f(O,Q):él, mbinf:f(l,l):—l,

2. L’equazione ¢ autonoma. Possiamo risolverla con la sostituzione z(y(t)) = v/(t)
e dunque y"(t) = z(y(t))2'(y(t)). Assumendo y come variabile indipendente
otteniamo

22 =22 —2(y—1) da cui Z—z=—(y—-1)
2(2) =2. 2(2) =2.

Utilizziamo la formula risolutiva per le equazioni lineari del primo ordine.
Risulta

A(y) = —/dy =—y = W =e,

e quindi

z(y) = €Y (c—/(y—l)e_y dy) =e’ (c+(y—1)e_y—/e_y dy)

=e¥ (c+(y—1eV+e¥) =cel+y.

Imponendo la condizione iniziale 2(2) = 2 otteniamo ¢ = 0 e dunque 3’ = y
con la condizione y(0) = 2. In definitiva

y(t) =2¢".
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3. L’insieme e di rotazione intorno all’asse z, dunque usiamo le coordinate ci-

lindriche e integriamo per strati. Dalla disuguaglianza x? + y? + 42% < 1
otteniamo:

4427 <1 = <z<

, 0< o< V1 —4z22.

l\')lr—t
N | —

Per 19 segue 0 <1 < 27. In definitiva

27 1/2 V1422
/// % 4+ y? 4 42%) da:dydz—/ dﬁ/ dz (0* +42%)odo
~1/2

0

Vi-dz 2
1-4
=27 / {Q +22%0 ] dz =2m / (&—1—222(1—422)) dz
“1yp L4 0 ~1/2 4

1/2

1/2 T
/ (1 — 82" + 162" + 82% — 322") dz = B / (1—162") d=

1/2 1/2
16257 1 1) _ 2«
" 5 1, \2710) 5

Il calcolo e ancora piu rapido usando le coordinate ellissoidali:

N[N

x = psinycosv
y = osin psind

_ 1
Z = 50C08p,

per cui il determinante della matrice jacobiana e % 0®sin . Allora l'insieme &
datoda 0 < <7, 0 <9 <27, 0<p <1 el'integrale risulta:

21
/// o+ y? + 427) d:vdydz—/ dgo/ dﬁ/ Qsmgodg
"le
=T — smgpdgp—
[[[§]mmone=

4. La superficie ¢ cartesiana in quanto z = /22 + y2 e abbiamo 2?2 + 4y < 4.
L’elemento d’area ¢

a? Y’ 2(x* + )
do =4/1 dedy = \| —5—5 dedy = v2dxd
o \/+$2+y2+x2—|—y2 xay 21y Y = \/_:Ey
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Usando le coordinate polari ellittiche, cioe

r = 20cosv
= psind,

per le quali il determinante della matrice jacobiana ¢ 2p, otteniamo
2w 1 1
/1da=/ dﬁ/ V220do = 27V2 [92}0:2\/571
by 0 0

. La funzione F'(t), utilizzando la funzione di Heaviside, si puo scrivere come
F(t) = H(t)sint — H(t — m)sint = H(t)sint + H(t — ) sin(t — 7). Allora la
sua trasformata di Laplace ¢

L
2241 241 241

f(s) =

Tenendo conto dei dati iniziali, la trasformata di Laplace dell’equazione forni-
sce:

14 e™42(s* + 1)

1+e™
V) = e 0

2 — 244 =
$*y(s) = 2+ 4y(s) = —5—

Determiniamo la decomposizione in fratti semplici:

25 +3 _A8+B+CS+D
(s2+1)(s24+4) s2+1 s 44
(A+C)s*+ (B+ D)s* + (4A+ C)s+ 4B+ D

(& + 1)(s* + 4) |

dacui A=C=0,B=1/3e D =5/3. Analogamente

e TS  as[As+B  Cs+D

1+ D(2+4) (52—{—1 32—|—4)
- ((A+C)s3+ (B+ D)s* + (4A+C’)s+4B+D)

(2 + D)(s2 + 4) /

dacui A=C=0,B=1/3e D= —1/3. Pertanto dobbiamo antitrasformare
la funzione

1 5 e 1 1
32+ 1) 3(2+a) C (3(32 11 32+ 4)) ‘
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Otteniamo in definitiva

Y(t) = % <sint + gsin(%)) H(t)+é (sin(t - %sin(Q(t - w))> H(t—7),

Y(t) = % (sint + gsin(Qt)) H(t) - % (sint + %m(%)) H(t — ).
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56

Compito di Analisi Matematica IT del 8/02/2016

C.d.L. in Ingegneria dell’Informazione (D.M. 270)

Determinare (se esistono) il massimo e il minimo della funzione
f($ayaz> = fL‘2 + 2y2 - 322

nell’insieme
E={(z,y,2); 2" +y*+22<4,y>0}.

Risolvere il problema di Cauchy

4
y’Z;ert\/@,

y(1) =1.

Calcolare 'integrale triplo

2+ 2% + 2°) dadydz
( Y Y
B

E:{('xayaz);$2+y2+22§4,y20}.

nella semisfera

Calcolare, mediante il teorema della divergenza, il flusso del campo vettoriale
F = (zy?, 2%y, 2?) uscente attraverso la superficie

S={a*+y*=4,0<2z<2}u{s*+¢y* <4, 2=002=2}.

Calcolare la trasformata di Fourier della funzione f seguente, precisando prima
le proprieta di f e di f,
cos 2x

flo) = 22 4+ 22+ 10
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Soluzione del compito del 8/02/16

1. Il dominio E e chiuso e limitato, la funzione f e continua, dunque ha massimo
e minimo in F per il Teorema di Weierstrass. Cerchiamo i punti critici liberi
risolvendo V f = (0,0,0). Risulta

Vf(x,y,z) = (2x,4y, —62)

dunque l'unico punto critico libero ¢ (0,0,0) dove f vale zero. Studiamo
ora il comportamento sulla semisfera usando il metodo dei moltiplicatori di
Lagrange. Definiamo la funzione L(z,y,2,\) = f(z,y,2) — Mz* +y* + 22— 4)
e troviamo i punti stazionari risolvendo il sistema:

20 =2 x =0 20(1-=X) =0
y—2\y =0 . 2y(2-AN) =0
62 —2 2z =0 22(3—X) =

Dalla prima equazione abbiamo 2x(1 — \) = 0. Per A = 1, per via della
seconda e terza equazione dobbiamo avere y = z = (0. Allora otteniamo due
punti stazionari (+2,0,0) dove f vale 4. Per x = 0, dalla seconda equazione
segue y = 0 0 A = 2. Nel primo caso otteniamo i due punti stazionari (0,0, +2)
dove f vale -12. Resta solo il caso A = 2. Dalla terza equazione dobbiamo
avere anche z = 0, e quindi, per via della condizione y > 0 otteniamo un solo
punto stazionario (0,2,0) dove f vale 8.

Studiamo ora il vincolo y = 0 in 2% + 2? < 4. Poniamo g¢(z, z) = f(z,0,2) =
x? — 322, Risulta Vg(z,2) = (22, —62), per cui 'unico punto critico libero per
g ¢ (0,0) dove g vale zero. Studiamo ora il comportamento sulla circonferenza
2% + 2% = 4 usando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Definiamo la
funzione L(z,z,\) = g(x,z) — AMx? + 22 — 4) e troviamo i punti stazionari
risolvendo il sistema:

20— 2 x =0
6z —2Xz =0
2+ 22 =4

Come in precedenza, troviamo i punti (+2,0) e (0,%£2), dove g vale 4 o -12.
Confrontando tutti i valori trovati concludiamo che

mgxf:& mblnf:—12.
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2. L’equazione e di Bernoulli con o = % Possiamo risolverla con la sostituzione

w=y'"2 = y¥/2 e dunque w' = 1y~1/2y/. Dividendo I'equazione per y'/? e
sostituendo otteniamo
2 t
2w = —w+t , w — —w ==
t ossla t
w(l)=1. w(l)=1.

La soluzione generale dell’equazione lineare del primo ordine si ottiene usando
la formula risolutiva. Otteniamo A(t) = [ —2dt = —2logt, e allora

t t1
2logt —2logt 2
wit) = <c+/§e ) dt)_t (C+/§t_2dt)
1 1
2 2 .
=t (c—l—/%dt) =t (c—l—zlogt) :

Imponendo la condizione iniziale w(1) = 1 otteniamo ¢ = 1 e dunque w =
1
t2 (1 + 5 logt). In definitiva
1 2
y(t) = w(t)? =¢* (1 + §logt) :

3. Utilizziamo le coordinate sferiche. La disequazione y = psin¢sinv > 0 com-
porta 0 < ¢ < «. L’altra disequazione fornisce 0 < p < 2. Allora l'integrale
vale

/// (2% + 2¢° + 2?) dadydz = /// (2% + oy + 22 + %) dedydz
/ dgo/ dﬂ/ 0 + 0% sin? psin® ) o? sin o do
/ dgo/ { (1 4+ sin® ¢ sin ﬁ)smgp} dv
0
.9 .9 . 32 " " . 3 .9
= — dgp (1+sm psin” ) sinp di = 5 2 + de [ sin® psin® 9 dv
0 0
2 1 [7
—I—E/ sin® ¢ dy _ 3 2+—/ sin (1 — cos? ) dy
2/, 5 2/,
327r 1 [cos? 32m 1 2567
( +§[ ]>_T<3_§)__15 |
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4. Possiamo usare il teorema della divergenza in quanto ¥ = 0K con
K={(r,y,2) eR*; 2+ <4, 0<2<2}.

Risulta divF = y? + 22 + 2z e allora

//EF'VdU:///K(yz—l-x2+2z)dxdydz.

Utilizziamo le coordinate cilindriche:

o 2 2
/// (y2 + 2° + 22) dedydz :/ dv / ng/ (0* 4+ 22)dz
K 0 0 0

2 9 2
=2 / [922 + 22} odo =27 / (20° +4p)do = 27 (8 4+ 8) = 327.
0 0 0

5. Il denominatore non si annulla in R, percio f € C*°(R). Inoltre f ¢ infinitesima
all'infinito come 1/2%, percid f € L'(R). Allora f € C°(R) ed ¢ infinitesima
all’infinito di ordine arbitrariamente grande. Calcoliamo f usando le regole

1 1

22422 +10 (z+1)2+9
. Inoltre f(z) = cos(2x) g(z). Dunque:

di trasformazione. Posto g(z) = risulta g(z) =

h(x + 1), dove h(z) =

2?2 +9
A ™
hg) = = e 3Kl
(€)=5e
6(8) = L emdleltie
g =7e
F(&) = = (e ¥621Hi6-2) | o BlEH2HilE12))
6
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57

Compito di Analisi Matematica II del 22/02 /2016

C.d.L. in Ingegneria dell’Informazione (D.M. 270)

. Determinare (se esistono) il massimo e il minimo della funzione

f(]f,y,Z) :2I2—y2—22

nell’insieme
E={(x,y,2); 2 +y*+2°<4,2>0}.

Risolvere il problema di Cauchy

yy" =) — vy,
y(0) =1, y/(0) = —1.

Calcolare 'integrale triplo

z
///E PR S dxdydz

E={(,y,2);2* +y* <22, 1<2<2}.

nell’insieme

Calcolare I'integrale superficiale

//E(x2 +9*) do

dove ¥ = {(v,y,2); z=a* —9y*, 22 +¢y* <1}

Risolvere, mediante la trasformata di Laplace, il problema di Cauchy

Y42V 42V = F(t),
Y(0)=0, Y'(0)=1,

dove
t per 0 <t <1,
Flt)=¢2—t per 1<t<2,
0 altrove.
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Soluzione del compito del 22/02/16

1. Il dominio E e chiuso e limitato, la funzione f e continua, dunque ha massimo
e minimo in F per il Teorema di Weierstrass. Cerchiamo i punti critici liberi
risolvendo V f = (0,0,0). Risulta

Vf(x,y,z) = (4x, -2y, —2)

dunque non esistono punti critici liberi. Studiamo ora il comportamento sulla
semisfera usando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Definiamo la fun-
zione L(x,y, 2, \) = f(x,y, 2) — AN(x? +y?+ 2% —4) e troviamo i punti stazionari
risolvendo il sistema:

dr — 2\ =0 2¢(2—=XN) =0
y—2xy =0 . y(1+A) =0

—2—-2X2=0 1+Xz2=0

2y 422 =4 4yt +22=4
Dalla prima equazione abbiamo x = 0 oppure A = 2. Per A = 2, per via della
seconda equazione dobbiamo avere y = 0 e z = —1/2, che non & accettabile.
Per x = 0, dalla seconda equazione segue y = 0 o A = —1. Nel primo caso
otteniamo solo il punto stazionario (0,0,2) dove f vale -4. Resta solo il caso
A = —1. Dalla terza equazione dobbiamo avere che z = 1, e quindi otteniamo

i punti stazionari (0,4+/3,1) dove f vale -5.
Studiamo ora il vincolo z = 0 in 2 + * < 4. Poniamo g(z,y) = f(x,y,0) =
222 — 9%, Risulta Vg(x,y) = (4o, —2y), per cui 'unico punto critico libero per
g ¢ (0,0) dove g vale zero. Studiamo ora il comportamento sulla circonferenza
22 + 2% = 4 usando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Definiamo la
funzione L(z,y,\) = g(x,y) — M(a? + 2% — 4) e troviamo i punti stazionari
risolvendo il sistema:

dr — 2 x =0

—2y —2X\y =0

> +yt =4

Come in precedenza, troviamo i punti (+2,0) e (0,42), dove g vale 8 o -4.
Confrontando tutti i valori trovati concludiamo che

rngxf:é%, mElnf:—5.
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2. L’equazione ¢ autonoma. Possiamo risolverla con la sostituzione z(y(t)) = v/(t)
e dunque y"(t) = z(y(t))2'(y(t)). Assumendo y come variabile indipendente
otteniamo

yz2 =22 —y*z , .
da cui Yy
z(1) = -1. 2(1) =

Utilizziamo la formula risolutiva per le equazioni lineari del primo ordine.
Risulta

1
Aly) = —/—dy =-logy = W=y
y

e quindi

2y) =y (c—/ldy) =y (c—y)

=cy—y*.

Imponendo la condizione iniziale z(1) = —1 otteniamo ¢ = 0 e dunque y' =
—9? con la condizione y(0) = 1. L’equazione ¢ a variabili separabili, e ottenia-
mo p

—g:—/dt — —y l=—t+c

Y
da cui y = . Imponendo la condizione iniziale, abbiamo ¢ = 1. In definitiva

t4c”

1
e —
vt =

3. Utilizziamo le coordinate cilindriche. Otteniamo 1 < z < 2e quindi0 < p < z
e 0 <9 < 2m. Allora l'integrale vale

. 2 2 o,
///E—x2+y2+22 dxdydz:/o dé‘/1 al,z/0 mgd@
=27 /12 % [z log(0® + 22)} ; dz=m /12 z(log(22?) — log(z%)) dz
= /12 log(2) zdz = 3; log(2) .

4. La superficie & cartesiana in quanto z = 22 — y? con 2% + y? < 1. L’elemento
d’area ¢

do = /1 + (22)2 + (2y)? dedy = /1 + 4(2% + y2) dady
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pertanto, inserendo ’elemento d’area e usando le coordinate polari, otteniamo

2 1
/(m2+y2)da:/ d19/ 0’ /14402 0dp
) 0 0

usiamo la sostituzione t* =1+ 40> = 2tdt = Spdp

f 2 NG

— 11 T
=2 —dt = 22— 1) dt
”/1 14 8/1 =1

:z{ﬁ_i]ﬁ (w Tf—%l)

8 |5 3], 3
7w [(50V5+2 _25\/S+17T
-8 15 60

5. La funzione F(t), utilizzando la funzione di Heaviside, si puo scrivere come

Ft)=tHt)+ 2—-20)H({t—1)+ (t —2)H(t — 2)
=tH(t)—2t—1DH({t—1)+ (t—2)H(t—2

Allora la sua trasformata di Laplace e

1 2e 5 e %

fls)==5—

52 52 s2

Tenendo conto dei dati iniziali, la trasformata di Laplace dell’equazione forni-

sce:
1—2e 54e2%
Py(s) — 1+ 2s0/() + 20(s) = ~2

e dunque:
1—2e54e 2 1

yls) = s2(s?2 + 25+ 2) * (s2+2s+2)

Determiniamo la decomposizione in fratti semplici:

1 _ As+B Cs+D
s2(s2 +25+2) 82 +52+2s—|—2
_ (A+C)s° +(2A+ B+ D)s* + (2A+2B)s + 2B
B s2(s? 4 2s + 2)
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dacui B=C=D=1/2e A= —1/2. Pertanto dobbiamo antitrasformare la
funzione

s+1 1
- 1—-9¢ % —2s -
82+28+2>( ¢ e )+(s2+23+2)

1
S
11 s+1 e 1
4 ) (1 —2¢7" Nt —————
< s+(s+1)2—|—1>( ¢ e )+(s—|—1)2—|—1
1
S

s+ 1 1
_+(s+1)2+1>+(8+1)2+1
11 s+ 1 L1 /1 s+ 1 e
‘(?‘;+m)e 2 (ﬁ—?m)e |

Otteniamo in definitiva

1
Y(t) = 5 (t—1+4e"cost) +e'sint

- (t-2+ e~V cos(t — 1)) H(t—1)

+-(t-3+ e =2 cos(t — 2)) H(t —2).

1
2

Figura 19: Grafico della soluzione.
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Compito di Analisi Matematica I del 14/06 /2016

C.d.L. in Ingegneria dell’Informazione (D.M. 270)

Determinare il massimo e il minimo della funzione
f($ayaz> - fL‘2 + 2y2 - 522

nell’insieme
E={(x,y,2);2>1, 202 +2° + 22 < 4}.

Risolvere il problema di Cauchy

y" 4+ 2y +y =-sint,
y(0)=0, ¢y (0)=1.

Calcolare 'integrale triplo

/// (2x2 + 2% + z) dxdydz
E

E={(z,y,2); 2 +y*+2°<4,2>0}.

nell’insieme

Calcolare I'area della superficie individuata da

S={(z,y,2) eR’; z=2"—y*, 2* +y’ <4}.

Calcolare, con i metodi dell’analisi complessa, l'integrale

T cos
—dx.
/ 4+ x4 *

—00
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Soluzione del compito del 14/06/2016

1. 1l dominio E & chiuso e limitato, la funzione f € continua, dunque ha massimo
e minimo in F per il Teorema di Weierstrass. Cerchiamo i punti critici liberi

risolvendo V f = (0,0,0). Risulta
Vf(f, Y, Z) = (2‘,1:7 _4y7 _102)

dunque 'unico punto critico libero ¢ 'origine ma non ¢ accettabile perché
non verifica la condizione z > 1. Studiamo ora il comportamento sull’ellis-
soide usando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Definiamo la funzione
L(z,y,2,\) = f(z,y,2) — AN(22? 4+ 2y? + 2? — 4) e troviamo i punti stazionari
risolvendo il sistema:

20 — 4\ =0 20(1-2)\) =0
—4dy — 4y = =

Yy y=0 . 4y(1+ A1) =0
—10z2 = 2Xz =0 22(b4+X) =0
202 + 2% + 22 =4 2+t 422 =4

Dalla prima equazione abbiamo x = 0 oppure A = 1/2. Per A = 1/2, per via
della seconda e terza equazione dobbiamo avere y = 0 e z = 0, dunque non
troviamo punti accettabili. Per x = 0, dalla seconda equazione segue y = 0
o A = —1. Nel primo caso otteniamo solo il punto stazionario (0,0,2) dove
£(0,0,2) = —20. Resta solo il caso A = —1. Dalla terza equazione dobbiamo
avere che z = 0, e quindi non troviamo altri punti critici vincolati sull’ellissoi-
de.

Studiamo ora il vincolo cartesiano z = 1 in 22 + 2y? < 3. Poniamo g(z,y) =
flx,y,1) = 2% + 2y> — 5. Risulta Vg(z,y) = (2z,4y), per cui 'unico punto
critico libero per g & (0,0) dove g vale —5. Studiamo infine il comportamento
sulla circonferenza z? + y* = 3/2 usando il metodo dei moltiplicatori di La-
grange. Definiamo la funzione L(z,y, \) = g(z,y) —A(2?+y*—3/2) e troviamo
i punti stazionari risolvendo il sistema:

20— 2 \x =0 z(l—=X)=0
4y — 2 \y =0 — 29(2—X) =0
2+ y?=3/2 4+ y*=3/2.

Come in precedenza, troviamo i punti (£4/3/2,0), dove g = (3/2)—5 = —=7/2,
e (0,£+4/3/2), dove g = 3 —5 = —2. Confrontando tutti i valori trovati

concludiamo che
mgxf:—Q, mEinf:—QO.
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2. L’equazione differenziale e lineare a coefficienti costanti non omogenea. Tro-
viamo l'integrale generale dell’equazione omogenea associata risolvendo 'equa-
zione caratteristica

N +22+1=0.

Otteniamo una radice doppia A = —1, percio I'integrale generale dell’equazione
omogenea associata e
y(t) =ci e Hept e,

Poiché sint non e soluzione dell’equazione omogenea cerchiamo una soluzio-
ne particolare dell’equazione non omogenea del tipo y(t) = Acost + Bsint.
Sostituendo nell’equazione troviamo

—Acost — Bsint —2Asint + 2B cost + Acost + Bsint = sint,
percio A = —1/2, B = 0 e l'integrale generale dell’equazione non omogenea ¢
—t 1
y(xr) =cp e ' Heot e 5 cost.

Imponendo le condizioni iniziali otteniamo
Cc1 — % = O
—C1+ o = 1.
1

3 (e_t +3t " —cost) .

Dunque la soluzione e

3. Utilizziamo le coordinate cilindriche, ed integriamo per strati. Otteniamo
0<2z<2equindi 0<p<+V4—22e0 <9 <2 Allora 'integrale vale

Vi—2z2
/// 2x + 27+ 2 dxdydz—/ dﬁ/ dz/ Q—I—Z ng
4—z2 _
B ot oA _ (4-2%
27T/0 [4—%22}0 dz = 27?/0( 1 +z 5 )dz

_3167r
15

4. La superficie & cartesiana in quanto z = 22 — y? con 2% + y? < 1. L’elemento
d’area ¢

do = /1 + (22)2 + (2y)? dedy = /1 + 4(22 + y2) dody
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pertanto, inserendo ’elemento d’area e usando le coordinate polari, otteniamo

2w 2
A(E):/ dO':/ dﬂ/ V1+40%0do
2 0 0

usiamo la sostituzione t? =14 40> = 2tdt = Spdp

17 42 3 17

VIT 4 BV

:27r/ Yt =on {—} =Z<17\/17—1>.
. 4

12], 6

. Osserviamo che la funzione integranda e continua su R ed infinitesima all’in-
finito come 1/x?, dunque l'integrale improprio ¢ convergente. Per calcolare
I'integrale su tutto R, consideriamo la funzione di variabile complessa

eiz

che ha quattro poli semplici nelle radici quarte di —4, cioe, usando la formula
per le radici quarte di un numero complesso, in 210 =1+i e 234 = —1 1.
Consideriamo il circuito ¢, formato dal segmento [—r, ]| e dalla semicirconfe-
renza re'’ con 0 < ¥ < m. All'interno del circuito (quando r > v/2) ci sono
solo i due punti z; 3 = £1 + 7. Abbiamo, moltiplicando e dividendo per 1 + ¢,

{e” ] B [eiz } eHl4+14) eH(141)
z=z z=(1+1)

18 18 T A< (—4) 16

Res(g(z),z =2z1) =

e, moltiplicando e dividendo per —1 + i,

eiz

- e (=1 +414) e (=1 +41)
A8 ) _ip Ax(—4) 16

Res(g(2), 2 = 23) = {

Per il Teorema dei residui otteniamo

/ 9(2)dz = 27 <—ei1(1 +i) e (=14 i))

16 16
o (cos1+isinl)(1+1) —ge(cosl —isinl)(—1+414) _ 41(6081 +sinl).
e

L’integrale sulla semicirconferenza tende a zero per r — 0o, quindi, conside-
rando solo la parte reale, concludiamo che

/+oo cosz m(cos1+sin 1)

1+ 24 T 4e

o0
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Compito di Analisi Matematica IT del 4/07/2016

C.d.L. in Ingegneria dell’Informazione (D.M. 270)

Determinare, se esistono, i punti dell’insieme F di massima o di minima
distanza dall’origine dove

E={(x,y,2); 2 —dey—2=0}.

Risolvere il problema di Cauchy

{y”H\/J:O,

y(0) =1, ¢ (0)=1.

Calcolare 'integrale doppio

Q:2312
—— dxd
//K:z:2+y2+1 ray

K={(v,y);2*+y*<4,y>0}.

nell’insieme

Sia V il sottoinsieme di R? definito da
V= {(x,y,z) cER?: 2?42 <220<2<1 }

e sia X la frontiera di V. Calcolare il flusso uscente attraverso X del campo
vettoriale
F(z,y,2) = (2%,24%,32%).

Calcolare la trasformata di Fourier della funzione f seguente, precisando prima

le proprieta di f e di f ,
fla) =z e
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Soluzione del compito del 4/07/2016

1. Studiamo la funzione quadrato della distanza dall’origine
flz,y, 2) =2* +9°+ 22,

Il dominio F & chiuso ma non limitato, pertanto esiste il minimo ma non il mas-
simo di f. Per verificare che F non ¢ limitato, basta considerare l'intersezione
con il piano z = 0, per cui risulta

—4dxy —2=0,

e questa e 'equazione di un’iperbole. Cerchiamo i punti critici vincolati di f
su F usando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Definiamo la funzio-
ne L(z,y,2,\) = f(z,y,2) — MN(2? — 4zy — 2) e troviamo i punti stazionari
risolvendo il sistema:

20 +4X\y =0 xr+2\y =0

2u+ 4 x =0 y+2 =0
—

22 —=2X\z2=0 2(1=X) =0

22 —dxy —2=0 22 —dxy—2=0

Dalla terza equazione abbiamo z = 0 oppure A = 1. Per A = 1, per via
della prima e seconda equazione dobbiamo avere z = y = 0 e z = +/2, e
quindi f(0,0,+v/2) = 2. Per z = 0, dalla prima e seconda equazione segue
y=x =00 \==41/2. Nel primo caso non otteniamo un punto stazionario
accettabile. Resta solo il caso A = £1/2. Dalla prima equazione dobbiamo
avere che x = 4y, e quindi sostituendo nel vincolo otteniamo solo i punti
stazionari (+1/v/2,F1/v/2,0) dove f vale 1.

Confrontando tutti i valori trovati concludiamo che

non esiste il max f, min f =1.
E E

2. L’equazione si puo abbassare di ordine con la sostituzione z(t) = /() e dunque
y"(t) = Z/(t). L’equazione diventa allora

74tz =0 da cui Y=tz
A0)=1. e A0)=1.

Questa ¢ una equazione del primo ordine a variabili separabili. Risulta

1 t?
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e quindi, imponendo la condizione iniziale
t? tt
c=2 = \/2:—Z+1 = zt)=14———.

Integrando otteniamo:

2 A
t) = 14— ——)dt=t+— — —
y(t) /(+16 2) TR e

e imponendo la condizione iniziale y(0) = 1 concludiamo che ¢ = 1 ¢ in
definitiva
> L
)= — ——+t+

. Utilizziamo le coordinate polari. Otteniamo 0 < 90 <2 e 0 < ¢ < «w. Allora
I'integrale vale

4 2.9 52
0" cos” v sin“ v
//x2+y +1dxdy_/dﬁ/ L

1 ™
= —/ sin’(24)dv
4 Jo 0

2+1

Calcoliamo separatamente i due integrali:

2 4 2 4
0 (0" —1)+1
do= | X — 2"~ )4
/0 5 —0do /0 sl 2%

1
+ §log5 =24 —logh.
In definitiva risulta

{L‘2y2 ™

Possiamo usare il teorema della divergenza. Risulta

divF(z,y,z) = 2x + 4y + 62,
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e allora

//EF"’d”:///V(2$+4y+6z)dxdydz.

Utilizziamo le coordinate cilindriche. Abbiamo 0 < 2 < 1, 0 < o < z e
0 < ¥ < 27. Dunque

/// 2x + 4y + 62) dxdydz—/ d@?/ dz/ (20cos ¥ + 4psind + 62)odo
—9 [3]d_2/3d_2[}:—.
77/0 0°z| dz s i 2% dz ", =3

. La funzione f & sommabile e infinitesima all’infinito di ordine arbitrariamente
grande. Quindi f sara di classe C*. Consideriamo le due funzioni g(x) = e~1*l,
h(z) = e”#=2l ¢ infine f(z) = x h(z). Utilizzando le regole di trasformazione,
elencate in appendice alle dispense, otteniamo

2
. 9 —2i€
MO =T
N e E(E2 g 41
fe) = igghte) - X5
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